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 ครูที่ปรึกษา 
ครูอาหน่ึง    ชูไวย 
ครูอัมพร     ณ นาน 

รายงานฉบับน้ีเปนสวนประกอบของโครงงานคณิตศาสตร  
ประเภท การสรางทฤษฎีหรือคําอธิบาย ระดับ มัธยมศึกษาตอนปลาย 

โรงเรียนเทิงวิทยาคม ต.เวียง อ.เทิง จ.เชียงราย 57160  
สํานักงานเขตพ้ืนที่การศึกษามัธยมศึกษา เขต 36 (เชียงราย – พะเยา) 
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โครงงานประเภทการสรางทฤษฎหีรือคําอธิบาย ระดับชั้นมัธยมศึกษาตอนปลาย  
เร่ือง แผนภาพการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยวิธีตารางสูตรการคูณ 

(The nth Perfect Square Expansions Diagram  
by Using Multiplicative Formula Method) 

คณะผูศึกษา 
 

ครูที่ปรึกษา 
1. ครูอาหน่ึง   ชูไวย 
2. ครูอัมพร ณ นาน 

สถานศึกษา      โรงเรียนเทิงวิทยาคม อําเภอเทิง จังหวัดเชียงราย 57160  
ปการศึกษา       2555 
 

บทคัดยอ 

  การศึกษาในคร้ังนี้ มีจุดมุงหมายเพ่ือศึกษาวิธีการหาสูตรท่ัวไป (general term) จากการกระจาย    
กําลังสองสมบูรณ n พจน ศึกษารูปการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณแทนวิธีการใช
ทฤษฎีบทอเนกนาม ศึกษารูปแบบการนําเสนอผลการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ
โดยใชแผนภาพการกระจาย และศึกษาสมบัติอื่นๆ ท่ีไดการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ซึ่งสําหรับ        

ทุกจํานวนจริง 1 2, , , nx x xK พบวา สูตรท่ัวไปจากการกระจาย ( )2 2
1 2

1 1

2
n n

n i i j
i i j

x x x x x x
= ≤ <

+ + + = +∑ ∑K

โดยสามารถแสดงรูปแบบการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณได และแสดงดวย
แผนภาพการกระจาย โดยที่สามารถแสดงพจนของการกระจายในรูปเมทริกซสมมาตร รูปเมทริกซสามเหลี่ยมบน 
หรือ เมทริกซสามเหลี่ยมลางได ซึ่งจํานวนพจนทั้งหมดจากการกระจาย  ( )2

1 2 nx x x+ + +K เทากับ 
1

2

n + 
 
 

 พจน และจํานวนพจนของ 2 i jx x  โดยที่ i j≠   และ 1 2, , , ,i j n= K  เทากับ 
2

n 
 
 

 พจน, 2n ≥

และสัมพันธกับสัมประสิทธ์ิทวินามท่ีสอดคลองกับสามเหลี่ยมปาสคาล  
 
คําสําคัญ: แผนภาพการกระจาย, กําลังสองสมบูรณ, สามเหลี่ยมปาสคาล, ทฤษฎีบททวินาม,  
ทฤษฎีบทอเนกนาม 

1. นางสาวกุลวศ ุ เจนการศึก 
2. นายวัชรพงษ คิดดี 
3. นางสาวจันทรจิรา รักคํา 
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กิตติกรรมประกาศ 

 การศึกษาโครงงานคณิตศาสตรประเภทสรางทฤษฎหีรือคําอธิบาย เร่ือง แผนภาพการกระจายกําลัง
สองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ (The nth Perfect Square Expansions Diagram by Using 
Multiplicative Formula Table Method) เลมนี้ สําเร็จลุลวงโดยไดรับความอนุเคราะหอยางดีจาก         
ครูอาหน่ึง ชูไวย และอัมพร  ณ นาน ซ่ึงไดกรุณาใหคําปรึกษาแนะนําแนวคิดวิธีการและสละเวลาอันมีคาแกไข
ขอบกพรองของเน้ือหา และสํานวนภาษาดวยความเอาใจใสอยางดียิ่ง คณะผูศึกษาขอกราบขอบพระคุณเปน
อยางสูง ณ โอกาสนี้ 
 ขอขอบพระคุณคณะผูบริหารโรงเรียนเทิงวิทยาคมทุกทาน หัวหนากลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร 
และคณะครูในกลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร โรงเรียนเทิงวิทยาคมทุกทานที่ใหการสนับสนุนการดําเนิน
การศึกษาโครงงานเลมน้ีจนสําเร็จดวยดี  
 คุณคาและสารัตถประโยชน อันพึงมาจากโครงงานคณิตศาสตรประเภททฤษฎี หรือคําอธิบาย เร่ือง 
แผนภาพการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ (The nth Perfect Square 
Expansions Diagram by Using Multiplicative Formula Table Method) ในคร้ังนี้ คณะผูศึกษาขอนอม
เปนเคร่ืองบูชาพระคุณแด บิดา มารดา ตลอดจนครูอาจารยทุกทาน ที่ประสิทธ์ิประสาทวิชาความรูแกคณะ   
ผูศึกษาตลอดมา 

คณะผูศึกษา 
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สารบัญ 

เร่ือง  หนา 
บทคัดยอภาษา       
กิตติกรรมประกาศ 
บทที ่1 บทนํา 
          ท่ีมาและความสําคัญของโครงงาน     
 จุดประสงคของการศึกษา        
 ขอบเขตของการศึกษา        
 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับจากการศึกษา 
บทที ่2 เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวของ       
บทที ่3 วิธีการดําเนินโครงงาน        
 ขั้นตอนการดําเนินการศึกษาโครงงาน  
           แผนผังการดําเนินการศึกษาโครงงาน    
บทที ่4 ผลการศึกษา        
บทที ่5 สรุปผลการศึกษาและขอเสนอแนะ     
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สารบัญภาพ 
ภาพ  หนา 
ภาพท่ี 1  แผนผังแสดงขั้นตอนการดําเนินการศึกษาโครงงาน       11 
ภาพท่ี 2 แผนผังแสดงขั้นตอนการดําเนินการศึกษาโครงงานคณิตศาสตรเชิงการสรางทฤษฎีหรือ

คําอธิบายเร่ือง แผนภาพการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ 
(The nth Perfect Square Expansions Diagram by Using Multiplicative 
Formula Table Method) 

       12 
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สารบัญตาราง 

ตาราง                                                                                                                                                      
หนา 

ตารางท่ี 1 แสดงขั้นตอนการดําเนินการศึกษาโครงงาน                                                               9 
ตารางท่ี 2 รูปแบบการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน                 10 
              (The Perfect Square Expansions Forms of nth Terms) 
 

 
 
 
 
 

 
 



บทที่ 1 
บทนํา 

ที่มาและความสําคัญของโครงงาน 

  การกระจายกําลัง n สมบูรณ เปนหลักการหน่ึงของพีชคณิต จากการศึกษาวิชาคณิตศาสตร เร่ือง 
กําลังสองสมบูรณ สามเหลี่ยมปาสคาล และสัมประสิทธ์ิทวินาม ทําใหคณะผูศึกษาเกิดความสนใจในเนื้อหา
ดังกลาวโดยเฉพาะ เร่ือง วิธีการกระจายกําลังสองสมบูรณท่ีมีจํานวนพจนมากกวาสองพจน ซ่ึงการกระจาย
ดวยวิธีใชสูตรกําลังสองสมบูรณปกต ิหรือใชทฤษฎีบทอเนกนามเปนวิธีท่ียุงยากซับซอน ตองใชความละเอียด
รอบคอบสูงและใชเวลามาก  

คณะผูศึกษาจึงไดคิดหาวิธีการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน รูปแบบใหมท่ีไดผลการกระจาย
ถูกตองดังเดิม แตมีความรวดเร็ว ประหยัดเวลา และมีความแมนยําสูงกวา สามารถนําไปใชงานไดงายและมี
รูปแบบการกระจายอยางงายไมซับซอน ตลอดจนคิดหาวิธีนําเสนอผลการกระจายในรูปแบบแผนภาพ       
การกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน  

คณะผูศึกษาจึงไดรวมกลุมและเลือกครูที่ปรึกษาประจําโครงงานดําเนินโครงงานคณิตศาสตร ประเภท
การสรางทฤษฎีหรือคําอธิบายระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย เร่ือง แผนภาพการกระจายกําลังสองสมบูรณ       
n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ (The nth Perfect Square Expansions Diagram by Using Multiplicative 
Formula Table Method) ขึ้นมาตามประเด็นขางตน 

 
จุดประสงคของการศึกษา  

  การดําเนินการศึกษาในคร้ังนี้มีจุดประสงคเพ่ือ 

1. ศึกษาวิธีการหาสูตรท่ัวไป (general term) จากการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน 
2. ศึกษารูปการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณแทนวิธีการใชทฤษฎีบท

อเนกนาม 
3. ศึกษารูปแบบการนําเสนอผลการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณโดยใช

แผนภาพการกระจาย  
4. ศึกษาสมบัติอื่นๆ ที่ไดการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน 

ขอบเขตการศึกษา 

 ขอบเขตดานเน้ือหา  ศึกษาเร่ือง การกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน 
 ขอบเขตดานระยะเวลา เดือนกรกฎาคม – สิงหาคม 2555 
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 ขอบเขตดานสถานที่ศึกษา โรงเรียนเทิงวิทยาคม ตําบลเวียง อําเภอเทิง จังหวัดเชียงราย 57160  
 
ประโยชนที่คาดวาจะไดรับจากการศึกษา 

1. ไดความรูเพ่ิมเติมเร่ือง กําลังสองสมบูรณ n พจน 
2. ไดทราบขอกําหนดทฤษฎีแนวคิดและวิธีการสราง  แผนภาพการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน 
3. สามารถนําผลการศึกษาในคร้ังน้ีไปประยุกตใชไดในชีวิตประจําวัน 
4. ตระหนักเห็นคุณคาเชิงทฤษฎีของวิชาคณิตศาสตรและเกิดทัศนคติและเจตคติท่ีดีตอ วิชา    

คณิตศาสตร 

นิยามศัพทเฉพาะ 

การดําเนินการศึกษาโครงงานในคร้ังน้ี คณะผูศึกษาไดนิยามศัพทเฉาะทางคณิตศาสตร ดังน้ี 
แผนภาพการกระจาย หมายถึง  แผนภาพการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน 
ตารางสูตรการคูณ หมายถึง  ตารางการคูณ ขนาดมิติ n n×  ซ่ึงมีการดําเนินการคูณดังน้ี 

               

1 2 1

1 1 1 1 2 1 1 1

2 1 2 2 2 1 2 2

1 1 1 2 1 1 1 1

1 2 1

n n

n n

n n

n n n n n n n

n n n n n n n

x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

−

−

−

− − − − − −

−

× L
L
L

M M M O M M
L
L

 

  

 
 



 

 

บทที่ 2 
เอกสารและความรูที่เก่ียวของ 

 

  ในการดําเนินการศึกษาโครงงานคณิตศาสตรประเภทสรางทฤษฎี หรือ คําอธิบาย ระดับช้ัน
มัธยมศึกษาตอนปลาย เร่ือง แผนภาพการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ (The nth 
Perfect Square Expansions Diagram by Using Multiplicative Formula Table Method) ในคร้ังนี้ 
คณะผูศึกษาไดดําเนินการศึกษาหัวขอเอกสารและความรูท่ีเกี่ยวของ ดังน้ี 

1. ทฤษฎีบททวินาม (Binomial Theorem) 
2. ทฤษฎีบทอเนกนาม (Multinomial Theorem) 
3. เมทริกซ 

ซ่ึงแตละหัวขอมีรายละเอียดดังนี ้

1. ทฤษฎีบททวินาม (Binomial Theorem) 

แฟคทอเรียล (Factorial)  
  แฟคทอเรียลของ n เขียนแทนดวย n!  อานวา แฟคทอเรียลเอ็น หรือ เอ็นแฟคทอเรียล  ซึ่งมีนิยาม
ดังน้ี 

 นิยาม แฟคทอเรียลของ n เม่ือ n เปนจํานวนเต็มบวก คือ n! = n(n-1)(n-2)(n-3)……..3 ⋅2 ⋅1 

สัมประสิทธิ์ทวินาม  (Binomial Coefficient)  

 ถา n , r เปนจํานวนเต็มบวก และn≥ r  สัญลักษณ n

r

 
 
 

  อานวา สัมประสิทธ์ิทวินามเอ็นอาร หรือ 

เอ็น เลือก อาร  ซึ่งมี ความหมายตามนิยามดังน้ี 
 

 นิยาม เม่ือ n , r  เปนจํานวนเต็มบวก และ 0 nr ≤≤   แลว  n

r

 
 
 

 = !

!( )!

n

r n r−
 

 

สามเหลี่ยมปาสคาล  (Pascal’s  Triangle) 

นักคณิตศาสตรชาวฝร่ังเศส  ช่ือ  Blaise  Pascal  เปนท่ีผูนําสัมประสิทธ์ิของการกระจาย  

( )n
a b+  เม่ือ  b,a  เปนจํานวนจริงใด ๆ  และ  n  เปนจํานวนเต็มบวกมาเขียนเรียงกันจะเปน

ลักษณะรูปสามเหลี่ยม  จึงเรียกการเรียงกันของคาท่ีจัดเรียงนี้วาสามเหลี่ยมปาสคาล 
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จากตัวอยางการกระจาย  ( )n
a b+  

( )0
1a b+ =  

( )1
a b a b+ = +  

( )2 2 22a b a ab b+ = + +  

( )3 3 2 2 33 3a b a a b ab b+ = + + +  

( )4 4 3 2 2 3 44 6 4a b a a b a b ab b+ = + + + +  

( )5 5 4 3 2 2 35 10 10a b a a b a b a b+ = + + + 545ab b+ +  

 ถานําสัมประสิทธิ์จากการกระจายขางตนมาเขียนเปนรูปสามเหลี่ยมปาสคาล  ไดดังนี ้

            







0
0

                       ( )1  

         







0
1

      







1
1

                     ( )1     ( )1  

          







0
2

      







1
2

      







2
2

        ( )1       ( )2       ( )1   

 







0
3

      







1
3

      







2
3

     







3
3

       ( )1       ( )3       ( )3      ( )1  

 







0
4

     







1
4

      







2
4

     







3
4

      







4
4

      ( )1       ( )4       ( )6       ( )4      ( )1  









0
5

 







1
5

  







2
5

 







3
5

 







4
5

    







5
5

   ( )1      ( )5      ( )10      ( )10      ( )5     ( )1  

ขอสังเกต ตัวเลขท่ีปรากฏในสามเหลี่ยมปาสคาลนี้ เราสามารถสรางตอไปไดเร่ือยๆ ไมมีท่ีสิ้นสุด    
โดยมีหลักและคุณสมบัติ  ดังน้ี  
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1. สามเหลี่ยมปาสคาล เปนสามเหลี่ยมสมมาตรในแตละแถว จํานวนท่ีอยูหางจากตัวริมสุด เขามา 
ขางละเทา ๆ กัน  จะมีคาเทากัน  

2. จํานวนแรกและจํานวนสุดทาย ในแตละแถวเทากับ 1 เพราะ 1
0

n n

n

   
= =   

   
 

3. ในแตละแถวจํานวนแตละจํานวน ยกเวนตัวแรกและตัวสุดทายจะมีคาเทากับผลบวกของจํานวน 
สองจํานวนท่ีอยูทางขวาและทางซายของจํานวนนั้น ซึ่งอยูในแถวบน เชน 

5 4 4

2 1 2

     
= +     

     
 

4 3 3

3 2 3

     
= +     

     
 

4. ในแถวท่ี  n  ของสามเหลี่ยมปาสคาล  จะมีจํานวนอยู  n + 1  จํานวน  คือ  

0 1 2
, , ,...,

n n n n

n

       
       
       

 

5. ผลบวกของจํานวนทุกจํานวนในแถวท่ี  n  จะมีคาเทากับ  n2  น่ันคือ  

2
0 1 2

... n
n n n n

n

       
+ + + + =       

       
 

          นอกจากขอสังเกต  ของตัวเลขที่ปรากฏในสามเหลี่ยมแลวเรายังมีขอสังเกตของพจนตาง ๆ ท่ีไดจาก
การกระจาย ( )na b+  เม่ือ  n  เปนจํานวนเต็มบวก  ดังตอไปน้ี   

(1) จํานวนพจนของการกระจาย  ( )na b+ จะมีท้ังหมด  1n +   พจน    
(2) เลขช้ีกําลังของพจนแรก ( a ) และพจนหลัง ( b ) จะเปนดังน้ี 

-พจนแรก     a  จะมีเลขช้ีกําลังเปน  n         และ  b  จะมีเลขช้ีกําลังเปน  0 

-พจนท่ีสอง  a  จะมีเลขช้ีกําลังเปน  1n +   และ  b  จะมีเลขช้ีกําลังเปน  1 

-พจนท่ีสาม  a  จะมีเลขช้ีกําลังเปน  2n −   และ  b  จะมีเลขช้ีกําลังเปน  2 
……………………………………………………………………………. 
…………………………………………………………………………… 
-และพจนสุดทาย คือ  พจนท่ี  1n + และa  จะมีเลขช้ีกําลังเปน  0  และ b จะม ี

เลขช้ีกําลังเปน n  
 น่ันคือ    a  จะมีเลขช้ีกําลังเร่ิมที ่n  แลวลดลงไปจนเปน  0  ในพจนท่ี  1n +  

  b จะมีเลขช้ีกําลังเร่ิมท่ี  0  แลวเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ ไปจนเปน  n  ในพจนท่ี  1n +  
(3) ในแตละพจนผลบวกของเลขช้ีกําลัง  a  และ  b  จะเทากับ  n  
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(4) สัมประสิทธ์ิของพจนแรกในรูปของการกระจาย  คือ  1
0

n 
= 

 
 

สัมประสิทธ์ิของพจนท่ีสองในรูปของการกระจาย  คือ  
1 1 1

!

!( )!

n n

n

 
=  − 

 

สัมประสิทธ์ิของพจนท่ีสามในรูปของการกระจาย  คือ  
2 2 2

!

!( )!

n n

n

 
=  − 

 

สัมประสิทธ์ิของพจนท่ีสี่ในรูปของการกระจาย   คือ  
3 3 3

!

!( )!

n n

n

 
=  − 

 

(5) สัมประสิทธ์ิของพจนแรกและพจนสุดทายเปนหน่ึงเสมอ 

ทฤษฎีบทวินาม 

  
ขอสังเกต จากการกระจายจะไดวา  

 

 

 

 

ถา  n  และ  r  เปนจํานวนเต็ม  โดยท่ี  nr0 ≤≤  แลว 

( )
0

n
n n r r

r

n
a b a b

r
−

=

 
+ =  

 
∑  

หรือ  ( ) 0 1 1 2 2

0 1 2
...

n n n n n n n n
n n n n

a b a b a b a b a b
n

− − − −       
+ = + + + +       

       
 

หรือ  ( ) 1 1 2 2

1 2
...

n n n n n
n n

a b a a b a b b− −   
+ = + + + +   

   
 

พจนท่ี  1r +   จะกระจายไดเปน  n r r
n

a b
r

− 
 
 
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2. ทฤษฎีบทอเนกนาม (Multinomial Theorem) 

สัมประสิทธ์ิของการกระจายในรูปท่ัวไปของ ( )1 2

n

kx x x+ + +K เม่ือ ,k n +∈ ¢ และ 2k ≥  

( ) 1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

1 1
0, , ,

, , ,+ + + =
≥

 
+ + + = ⋅ ⋅ 

 
∑
K

K

K K
K

k

k

k

n n n n
k k

n n n n k
n n n

n
x x x x x x

n n n
 

และสัมประสิทธ์ิอเนกนาม 
1 1 1 2

!

, , , ! ! !k k

n n

n n n n n n

 
=  ⋅ ⋅ ⋅ K K

 

ตัวอยาง 
 ( )4

1 2 3x x x+ + =

 

4 0 0 3 1 0 3 0 1 2 2 0
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 1 1 2 0 2 1 3 0 1 0 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1
1 2 3

4 4 4 4

4 0 0 3 1 0 3 0 1 2 2 0

4 4 4 4

2 1 1 2 0 2 1 3 0 1 0 3

4 4

1 2 1 1

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, ,

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x

       
+ + +       

       
       

+ + + +       
       
 

+ + 
 

1 1 2 0 4 0 0 3 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

0 2 2 0 1 3 0 0 4
1 2 3 1 2 3 1 2 3

4 4

1 2 0 4 0 0 3 1

4 4 4

0 2 2 0 1 3 0 0 4

, , , , , ,

, , , , , ,

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

     
+ +     

     
     

+ + +     
     

 

=

 

4 3 3 2 2
1 1 2 1 3 1 2

2 2 2 3 3
1 2 3 1 3 1 2 1 3

2 2
1 2 3 1 2 3 2

4 4 4 4

4 0 0 3 1 0 3 0 1 2 2 0

4 4 4 4

2 1 1 2 0 2 1 3 0 1 0 3

4 4 4

1 2 1 1 1 2 0 4 0

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , ,

x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x

       
+ + +       

       
       

+ + + +       
       
     

+ + +     
     

4 3
2 3

2 2 3 4
2 3 2 3 3

4

0 3 1

4 4 4

0 2 2 0 1 3 0 0 4

, ,

, , , , , ,

x x

x x x x x

 
+  

 
     

+ + +     
     

 

=

 

4 3 3 2 2 2 2 2
1 1 2 1 3 1 2 1 2 3 1 3

3 3 2 2 4
1 2 1 3 1 2 3 1 2 3 2

3 2 2 3 4
2 3 2 3 2 3 3

4 4 4 4 4 4

4 3 1 3 1 2 2 2 1 1 2 2

4 4 4 4 4

1 3 1 3 1 2 1 1 1 2 4

4 4 4 4

3 1 2 2 1 3 4

! ! ! ! ! !

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

! ! ! ! !

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

! ! ! !

! ! ! ! ! ! !

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x

+ + + + +

+ + + + +

+ + + +
 

=

 

4 3 3 2 2 2 2 2 3 3
1 1 2 1 3 1 2 1 2 3 1 3 1 2 1 3

2 2 4 3 2 2 3 4
1 2 3 1 2 3 2 2 3 2 3 2 3 3

4 4 6 12 6 4 4

12 12 4 6 4

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x

+ + + + + + + +

+ + + + + +
 =

 

4 4 4 3 3 3 3 3 3
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 2 3 1 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 3 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

4 4 4 4 4 4

6 6 6 12 12 12

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x

+ + + + + + + + +

+ + + + +
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3. เมทริกซ 
การเขียนจํานวนตัวเลขอาจเขียนในรูปแบบเฉพาะท่ีตัวเลขแตละตัวมีตําแหนงแนชัด  เปนกลุม     

เรียงแถวและหลักอยางเปนระเบียบ  เรียกกลุมตัวเลขนี้วาเมทริกซ  สามารถสรางใหกระทําเปนระบบ
สอดคลองกันโดยกําหนดคุณสมบัติและการกระทําไดดวย การบวก ลบ คูณและสวนกลับ  นอกจากนี้นําไป
คํานวณในลักษณะเฉพาะท่ีเรียกวา ดีเทอรมิแนนท  ปฏิบัติการเ ช่ือมโยงกันและนําไปประยุกตใช              
แกระบบสมการเชิงเสนไดอยางมีประสิทธิภาพ 
เมทริกซจัตุรัส  คือ   เมทริกซ ท่ี มีจํานวนแถวและจํานวนหลัก เทากัน หรือเมทริกซ ท่ี มีมิติ n n×       

เชน 

1 0 3
2 3

2 5 2
1 0

3 4 3

;

 
   
       

 

เมทริกซสมมาตร  (symmetric matrices) คือเมทริกซจัตุรัสที่มีตัวเลขที่ไมอยูในแนวเสนทแยง 

มุมมีคาเทากันหรือเมทริกซท่ีมีทรานสโพสของเมทริกซเทากับเมทริกซนั้น )AA( t= เชน 
2 14 15

14 1 18

15 18 1

 
 − 
  

 

เมทริกซแถว  คือ  เมทริกซท่ีมีแถวเดียว  เชน   [ ]1 2 3 4  

เมทริกซหลัก   คือ  คือ เมทริกซท่ีมีหลักเดียว  เชน    
1

2

5

 
 
 
  

 

เมทริกซศูนย   คือ   เมทริกซท่ีมีสมาชิกทุกตัวเปนศูนย  เชน   0 0

0 0

 
 
 

  เขียนแทนดวย  
−
0  เรียก        

เมทริกซศูนยวา เอกลักษณการบวกของเมทริกซ 

เมทริกซเอกลักษณ  คือ  เมทริกซจัตุรัสที่มีสมาชิกในแนวเสนทแยงมุมหลักเปน  1  และสมาชิกตัวอื่นๆ เปน 

0 หมด  เชน   1 0

0 1

 
 
 

 

นิยาม     ถา   ,ij ijm n n p
A a B b

× ×
   = =      ผลคูณของ  A B×   หรือ  AB  คือ เมทริกซ   

ij m pC c × =     โดยท่ี   1 1 2 2 . . .ij i j i j in njc a b a b a b= + + +  



บทที่ 3 
วิธีการดําเนินโครงงาน 

 การดําเนินการศึกษาโครงงานคณิตศาสตรประเภทสรางทฤษฎีหรือคําอธิบาย เ ร่ือง แผนภาพ        
การกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ (The nth Perfect Square Expansions 
Diagram by Using Multiplicative Formula Table Method) ในคร้ังน้ีคณะผูศึกษาไดดําเนินการตาม
ขั้นตอนการศึกษาโครงงานเชิงทฤษฎีหรือคําอธิบายดังน้ี 

ตารางที ่1 แสดงขั้นตอนการดําเนินการศึกษาโครงงาน  

ที ่ วัน เดือน ป กิจกรรม การดําเนินการศึกษา ผูรับผิดชอบ 
1 14-18 มิ.ย. 2555 คัดเลือกหัวขอโครงงาน คณะผูศึกษาทุกคน 
2 21-25 มิ.ย. 2555 สงหัวขอโครงงานปรึกษาครูท่ีปรึกษา คณะผูศึกษาทุกคน 
3 28 มิ.ย. – 2 ก.ค. 2555 กําหนดแนวทางและขอบเขตของการศึกษา

รวมกับครูท่ีปรึกษา 
คณะผูศึกษาทุกคนและ
ครูท่ีปรึกษา 

4 5-9 ก.ค. 2555 ทบทวนความรูเบื้องตนเกี่ยวกับรูปแบบการ
กระจายของกําลังสองสัมบูรณ 2 พจน 

คณะผูศึกษาทุกคนและ
ครูท่ีปรึกษา 

5 12-16 ก.ค. 2555 ศึกษาความรูเร่ือง สามเหลี่ยมปาสคาล 
เบื้องตน 

คณะผูศึกษาทุกคนและ
ครูท่ีปรึกษา 

6 19-23 ก.ค. 2555 ศึกษารูปแบบของ การกระจายกําลังสอง
สมบูรณ n พจน 

คณะผูศึกษาทุกคนและ
ครูท่ีปรึกษา 

7 26-30 ก.ค. 2555 สรุปการศึกษารวบรวมขอคนพบความรู 
ทฤษฎี หลักการ แนวคิด ระเบียบวิธี และ
ผลลัพธจากการศึกษาตอครูท่ีปรึกษา เพ่ือ
รับการวิพากษและแกไขจากครูท่ีปรึกษา 

คณะผูศึกษาทุกคน 

8 2-6 ส.ค. 2555 จัดพิมพรูปเลมโครงงาน คณะผูศึกษาทุกคน 
9 9-13 ส.ค. 2555 จัดทําบอรดนําเสนอโครงงานและแผนพับ

แนะนําโครงงาน 
คณะผูศึกษาทุกคน 

10 9-13 ส.ค. 2555 จัดทําแผนโปสเตอรนําเสนอโครงงาน/ 
แนะนําโครงงาน 

คณะผูศึกษาทุกคน 
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ตารางที ่2 รายละเอียดการศึกษาโครงงานเชิงทฤษฎ ีเรื่อง แผนภาพการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน 
ดวยตารางสูตรการคูณ (The nth Perfect Square Expansions Diagram by Using Multiplicative 
Formula Table Method) 

ที ่ หัวขอการศึกษา รายละเอียดของการศึกษา 
1 ความรูพ้ืนฐานเกี่ยวกับการกระจายของ

กําลังสองสัมบูรณ 
ความรูพ้ืนฐานท้ังหมดของการกระจายของกําลังสอง
สัมบูรณ 

2 ความรูพ้ืนฐานเกี่ยวกับสามเหลี่ยม 
ปาสคาล 

นิยาม ความหมาย และการประยุกตใชของสามเหลี่ยม
ปาสคาล  

3 รูปแบบวิธีการกระจายของกําลังสอง
สัมบูรณ n พจน 

รายละเอียดของ การเกิด รูปแบบ และความสัมพันธของ
การกระจายของกําลังสองสัมบูรณ n พจน  

4 รูปแบบการสรางแผนภาพการกระจาย ศึกษารูปแบบการสรางแผนภาพการกระจายจากการ
กระจายกําลังสองสัมบูรณแบบ n พจน  

5 การสรุปผลการศึกษา สรุปผลการศึกษาตามรายละเอียดดังหัวขอ 2-4 
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ครูที่ปรึกษาแนะนําปรับปรุงแกไข 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                      

 

 

รวมกลุม 

คัดเลือกหัวขอโครงงานเพ่ือ             
นํามาเสนอครูท่ีปรึกษา 

ไดหัวขอโครงงาน เร่ือง แผนภาพการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ  
(The nth Perfect Square Expansions Diagram by Using Multiplicative Formula Table) 

กําหนดแนวทางและ 
ขอบเขตของการศึกษา 

ศึกษารูปแบบของ  
การเขียนแผนการการกระจายและ

วิธีการโยงเสนความสัมพันธ 

ดําเนินการศึกษาทบทวน
ความรูเบื้องตนเกี่ยวกับ
กําลังสองสมบูรณ 

ศึกษาความรูเพ่ิมเติม เร่ือง 
กําลังสองสมบูรณท่ีมากกวา 2 พจน 

และการหาสูตรท่ัวไป 

จัดทําบอรดนําเสนอโครงงาน 

จัดเรียงพิมพรูปเลม             
ผลการศึกษา 

จัดทําแผนพับ/โปสเตอร 
แนะนําโครงงาน 

สรุปผลการศึกษา 

ภาพที่ 1 แผนผังแสดงข้ันตอนการดําเนินการศึกษาโครงงาน 
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ภาพที่ 2 แผนผังแสดงขั้นตอนการดําเนินการศึกษาโครงงานคณิตศาสตรเชิงการสรางทฤษฎีหรือคําอธิบาย
เร่ือง แผนภาพการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ (The nth Perfect Square 

Expansions Diagram by Using Multiplicative Formula Table Method) 

แผนภาพการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ  
(The nth Perfect Square Expansions Diagram by Using Multiplicative Formula Table Method) 

ขอคนพบและขอคาดเดา 

การกระจายกําลังสองสมบูรณ 

ความสัมพันธของการเกิดจํานวนพจนของ 2xixj 
กับจํานวนเสนลากแผนภาพความสัมพันธ 

จํานวนพจนของ  2xixj   กับผลบวกจํานวนคี่ 

จํานวนพจนของ xi
2 จํานวนพจนของ 2xixj , i ≠ j 

รูปแบบความสัมพันธของพจนของ  xi
2 กับ

จํานวนนับ n 



 บทที่ 4 
ผลการศึกษา 

  จากผลการดําเนินการศึกษาโครงงานประเภทสรางทฤษฎีหรือคําอธิบาย เร่ือง แผนภาพการกระจาย
กําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ (The nth Perfect Square Expansions Diagram by 
Using Multiplicative Formula Table Method) ในคร้ังน้ี คณะผูศึกษาไดผลการศึกษาตามลําดับขอคนพบ 
ดังน้ี 

ตอนที่ 1 วิธีการหาสูตรทั่วไป (general term) จากการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน 

 โดยปกติการกระจายกําลังสองสมบูรณ สําหรับทุกจํานวนจริง 1 2,x x  สามารดําเนินการไดดังนี้ 
2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 22 2( )x x x x x x x x x x+ = + + = + +  และ  
2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 22 2( )x x x x x x x x x x− = − + = + −  

ในทํานองเดียวกัน  
2

1 2 3( )x x x+ + =  ( )2

1 2 3( )x x x+ +  

=  
2 2

1 2 1 2 3 32( ) ( )x x x x x x+ + + +  

=  
2 2 2
1 2 1 2 3 1 2 32 2( ) ( )x x x x x x x x+ + + + +  

=  
2 2 2
1 2 1 2 3 1 3 2 32 2 2( )x x x x x x x x x+ + + + +  

=  
2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 2 2x x x x x x x x x+ + + + +  

ซ่ึงสําหรับทุกจํานวนจริง 1 2 3, , , , nx x x xK จะไดวา 

2
1 2 3 1( )n nx x x x x−+ + + + + =K  2 2 2 2 2

1 2 3 1

1 2 1 3 1 4 1 1 1

2 3 2 4 2 5 2 1 2

3 4 3 5 3 6 3 1 3

3 2 3 1 3 2 1 2

1

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

n n

n n

n n

n n

n n n n n n n n n n

n n

x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x

−

−

−

−

− − − − − − − −

−

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + +

K
K
K
K K

 

=  
2 2 2 2 2
1 2 3 1

1 2 1 3 1 4 1 1 1

2 3 2 4 2 5 2 1 2

3 4 3 5 3 6 3 1 3

3 2 3 1 3 2 1 2

1

2

2

2

2 2

2

( )

[ ( )

( )

( )

( ) ( )

]

n n

n n

n n

n n

n n n n n n n n n n

n n

x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x

−

−

−

−

− − − − − − − −

−

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + +

K
K
K
K K
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=  
2 2 2 2 2
1 2 3 1

1 2 1 3 1 4 1 1 1

2 3 2 4 2 5 2 1 2

3 4 3 5 3 6 3 1 3

3 2 3 1 3 2 1 2 1

2

( )

[( )

( )

( )

( ) ( ) ]

n n

n n

n n

n n

n n n n n n n n n n n n

x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

−

−

−

−

− − − − − − − − −

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + +

+ + + + +

K
K

K
K K

 

ดังน้ัน  2
1 2 3 1( )n nx x x x x−+ + + + + =K  2

1 1

2
n n

i i j
i i j

x x x
= ≤ <

+∑ ∑  

น่ันคือ สูตรท่ัวไปของ 2
1 2 3 1( )n nx x x x x−+ + + + + =K 2

1 1

2
n n

i i j
i i j

x x x
= ≤ <

+∑ ∑  

ตอนที่ 2 การศึกษารูปการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณแทนวิธีการใช   
ทฤษฎีบทอเนกนาม 

  เราทราบวา สําหรับทุกจํานวนจริง 1 2 3, , , , nx x x xK   โดยทฤษฎีบทอเนกนาม จะไดวา 

( ) 1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

1 1
0, , ,

, , ,+ + + =
≥

 
+ + + = ⋅ ⋅ 

 
∑
K

K

K K
K

k

k

k

n n n n
k k

n n n n k
n n n

n
x x x x x x

n n n
 

ซ่ึงวิธีการดังกลาวมีขั้นตอนท่ีสลับซับซอน ตองอาศัยความละเอียดรอบคอบคอนขางสูง เกิดขอผิดพลาดไดงาย 

และจากสูตรท่ัวไปของ 2
1 2 3 1( )n nx x x x x−+ + + + + =K 2

1 1

2
n n

i i j
i i j

x x x
= ≤ <

+∑ ∑ เราสามารถกระจายแยก

กลุมของพจนตางๆ ไดดังนี ้

กลุมท่ี 1 กลุมพจน 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1

1

n

i n n
i

x x x x x x−
=

= + + + + +∑ K  

กลุมท่ี 2 กลุมพจน 
1

2
n

i j
i j

x x
≤ <
∑  ซ่ึง 

1

2
n

i j
i j

x x
≤ <

=∑  
1 2 1 3 1 4 1 1 12 2 2 2 2( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  

 
2 3 2 4 2 5 2 1 22 2 2 2 2( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  

 
3 4 3 5 3 6 3 1 32 2 2 2 2( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K +K  

 
3 2 3 1 3 2 1 2 12 2 2 2 2 2( ) ( )n n n n n n n n n n n nx x x x x x x x x x x x− − − − − − − − −+ + + + +  

=  1 2 1 3 1 4 1 1 1( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  
 

1 2 1 3 1 4 1 1 1( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  
 

2 3 2 4 2 5 2 1 2( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  
 

2 3 2 4 2 5 2 1 2( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  
 

3 4 3 5 3 6 3 1 3( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  
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3 4 3 5 3 6 3 1 3( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K +K  

 3 2 3 1 3 3 2 3 1 3

2 1 2 2 1 2 1 1

( ) ( )

( ) ( )

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

− − − − − − − − − −

− − − − − − − −

+ + + + + +

+ + + + +
 

คณะผูศึกษาจึงไดออกแบบตารางสูตรการคูณเพ่ือชวยแกปญหาการกระจายพจน ดังน้ี 

1 2 3 4 3 2 1

1 1 1 1 2 1 3 1 4 1 3 1 2 1 1 1

2 2 1 2 2 2 3 2 4 2 3 2 2 2 1 2

3 3 1 3 2 3 3 3 4 3 3 3 2 3 1 3

4 4 1 4 2 4 3 4 4 4 3 4 2 4 1 4

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n

x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x

x

− − −

− − −

− − −

− − −

− − −

× L
L
L
L
L

M M M M M O M M M M

3 3 1 3 2 3 3 3 4 3 3 3 2 3 1 3

2 2 1 2 2 2 3 2 4 2 3 2 2 2 1 2

1 1 1 1 2 1 3 1 4 1 3 1 2 1 1 1

1 2 3 4 3

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x

− − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − −

−

L
L
L
L 4 1n n n n n nx x x x x x− −

 

ซ่ึงเขียนใหมได 

1 2 3 4 3 2 1

2
1 1 1 2 1 3 1 4 1 3 1 2 1 1 1

2
2 1 2 2 2 3 2 4 2 3 2 2 2 1 2

2
3 1 3 2 3 3 3 4 3 3 3 2 3 1 3

2
4 1 4 2 4 3 4 4 4 3 4 2 4 1 4

3 1

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n

x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x

− − −

− − −

− − −

− − −

− − −

−

× L
L
L
L
L

M M M M M O M M M M
2

3 2 3 3 3 4 3 3 3 2 3 1 3

2
2 1 2 2 2 3 2 4 2 3 2 2 2 1 2

2
1 1 1 2 1 3 1 4 1 3 1 2 1 1 1

1 2 3 4 3 2 1

n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − −

− − −

L
L
L
L 2

n

 
ซ่ึงจากตารางสูตรการคูณ พบวา 

ผลบวกของทุกพจน =  2 2 2 2 2
1 2 3 1( )n nx x x x x−+ + + + + +K  

 
1 2 1 3 1 4 1 1 1( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K

 
1 2 1 3 1 4 1 1 1( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K

 
2 3 2 4 2 5 2 1 2( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  

 
2 3 2 4 2 5 2 1 2( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  

 
3 4 3 5 3 6 3 1 3( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  
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3 4 3 5 3 6 3 1 3( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K +K  

 3 2 3 1 3 3 2 3 1 3

2 1 2 2 1 2 1 1

( ) ( )

( ) ( )

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

− − − − − − − − − −

− − − − − − − −

+ + + + + +

+ + + + +  

=  
2 2 2 2 2
1 2 3 1( )n nx x x x x−+ + + + + +K  

 
1 2 1 3 1 4 1 1 12 2 2 2 2( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  

 
2 3 2 4 2 5 2 1 22 2 2 2 2( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K  

 
3 4 3 5 3 6 3 1 32 2 2 2 2( )n nx x x x x x x x x x−+ + + + + +K +K  

 
3 2 3 1 3 2 1 2 12 2 2 2 2 2( ) ( )n n n n n n n n n n n nx x x x x x x x x x x x− − − − − − − − −+ + + + +  

=  2

1 1

2
n n

i i j
i i j

x x x
= ≤ <

+∑ ∑  

=  2
1 2 3 1( )n nx x x x x−+ + + + +K

 ซ่ึงสรุปไดวา ผลบวกของทุกพจนจากตารางสูตรการคูณ 

มีคาเทากับ 2

1 1

2
n n

i i j
i i j

x x x
= ≤ <

+∑ ∑ 2
1 2 3 1( )n nx x x x x−= + + + + +K  

ตอนที่ 3 วิธีการสรางรูปแบบการนําเสนอผลการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตร      
การคูณโดยใชแผนภาพการกระจาย  

   จากตอนที่ 2 คณะผูศึกษาไดคิดแผนภาพการกระจายอยางงายแทนผลบวกทุกพจนของ             
2

1 2 3 1( )n nx x x x x−+ + + + +K  จากการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน โดยการใชตารางสูตรการคูณ 
ดังน้ี 

2
1 2 3 1( )n nx x x x x−+ + + + + =K

 
2
1 1 2 1 3 1 4 1 3 1 2 1 1 1

2
2 2 3 2 4 2 3 2 2 2 1 2

2
3 3 4 3 3 3 2 3 1 3

2
4 4 3 4 2 4 1 4

2
3 3 2 2 1 3

2
2 2 1

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n n n n

n n n

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x

x x x

− − −

− − −

− − −

− − −

− − − − − −

− − −

L
L
L
L

M O M M M

2

2
1 1

2

2
n n

n n n

n

x x

x x x

x

−

− −
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ตอนที ่4 สมบัติอื่นๆ ที่ไดการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน 
  4.1 จากตอนท่ี 3 จํานวนพจนที่แตกตางกันทั้งหมดจากการกระจาย ( )2

1 2 nx x x+ + +K เทากับ 
1

2

n + 
 
 

 พจน  

  4.2 จากตอนท่ี 3 จํานวนพจนท่ีแตกตางกันท้ังหมดของ 2
ix  มีจํานวน n  พจน โดยท่ี 1 2, , ,i n= K  

 4.3 จากตอนท่ี 3 จํานวนพจนของ 2 i jx x  โดยที่ i j≠   และ 1 2, , , ,i j n= K  เทากับ 
2

n 
 
 

 พจน, 

2n ≥  และสัมพันธกับจํานวนในสามเหลี่ยมปาสคาล 
4.4  จากตอนท่ี 3 จํานวนพจนที่ไมคลายกัน จากการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน โดยการใช

ตารางสูตรการคูณ ( )2

1 2 nx x x+ + +K  สามารถเขียนจัด รูปพจนแสดงในรูปเมทริกซสมมาตรได  
  4.5 จากตอนท่ี 3 รูปแบบการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ของ ( )2

1 2 nx x x+ + +K  
สามารถเขียนแสดงในรูปเมทริกซสามเหลี่ยมบน หรือ เมทริกซสามเหลี่ยมลางได 

2
1 1 2 1 3 1 1 1

2
1 2 2 2 3 2 1 2

2
1 3 2 3 3 3 1 3

2
1 1 2 1 3 1 1 1

2
1 2 3 1

n n

n n

n n

n n n n n n

n n n n n n

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

−

−

−

− − − − −

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

K
K
K

M M M O M M
K
K   

2
1

2
1 2 2

2
1 3 2 3 3

2
1 1 2 1 3 1 1

2
1 2 3 1

0 0 0 0

2 0 0 0

2 2 0 0

2 2 2 0

2 2 2 2
n n n n

n n n n n n

x

x x x

x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x x x
− − − −

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

K
K
K

M M M O M M
K
K   

2
1 1 2 1 3 1 1 1

2
2 2 3 2 1 2

2
3 3 1 3

2
1 1

2

2 2 2 2

0 2 2 2

0 0 2 2

0 0 0 2

0 0 0 0

n n

n n

n n

n n n

n

x x x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x

x x x

x

−

−

−

− −

 
 
 
 
 
 
 
  
 

K
K
K

M M M O M M
K
K  



บทที่ 5 
สรุปผลการศึกษาและขอเสนอแนะ 

     จากการดําเนินการศึกษาโครงงาน คณิตศาสตรเชิงทฤษฎีหรือคําอธิบาย เร่ือง แผนภาพการกระจาย
กําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ (The nth Perfect Square Expansions Diagram by 
Using Multiplicative Formula Table Method)  ในคร้ังนี้ คณะผูศึกษาไดขอสรุปของผลการศึกษาดังน้ี 

ผลการศึกษาจากการดําเนินโครงงาน 

1. สูตรท่ัวไปจากการกระจาย ( )2 2
1 2

1 1

2
n n

n i i j
i i j

x x x x x x
= ≤ <

+ + + = +∑ ∑K  

2. รูปแบบการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ดวยตารางสูตรการคูณ ไดผลลัพธดังนี ้

1 2 1

2
1 1 1 2 1 1 1

2
2 1 2 2 2 1 2

2
1 1 1 2 1 1 1

2
1 2 1

n n

n n

n n

n n n n n n

n n n n n n

x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x

−

−

−

− − − − −

−

× L
L
L

M M M O M M
L
L

 

3. รูปแบบการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ของ ( )2

1 2 nx x x+ + +K  สามารถเขียนแทน
ดวยผลบวกของทุกพจน ดวยแผนภาพการกระจายไดดังน้ี 

2
1 1 2 1 3 1 4 1

2
2 2 3 2 4 2

2
3 4 33

2
1 1

2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2

n

n

n

n n n

n

x x x x x x x x x

x x x x x x x

x x x xx

x x x

x
− −

L
L
L

O MM
L

 

4. รูปแบบการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ของ ( )2

1 2 nx x x+ + +K  สามารถเขียนจัดรูป
พจนแสดงในรูปเมทริกซสมมาตรขนาด n n×  ไดดังน้ี 

2
1 1 2 1 3 1 1 1

2
1 2 2 2 3 2 1 2

2
1 3 2 3 3 3 1 3

2
1 1 2 1 3 1 1 1

2
1 2 3 1

n n

n n

n n

n n n n n n

n n n n n n

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

−

−

−

− − − − −

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

K
K
K

M M M O M M
K
K
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5. จากขอ 4. รูปแบบการกระจายกําลังสองสมบูรณ n พจน ของ ( )2

1 2 nx x x+ + +K  สามารถ
เขียนแสดงในรูปเมทริกซสามเหลี่ยมบนขนาด n n×  หรือ เมทริกซสามเหลี่ยมลาง n n×       
ไดดังน้ี 

2
1

2
1 2 2

2
1 3 2 3 3

2
1 1 2 1 3 1 1

2
1 2 3 1

0 0 0 0

2 0 0 0

2 2 0 0

2 2 2 0

2 2 2 2

n n n n

n n n n n n

x

x x x

x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x x x

− − − −

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

K
K
K

M M M O M M
K
K

 

 
หรือ 

2
1 1 2 1 3 1 1 1

2
2 2 3 2 1 2

2
3 3 1 3

2
1 1

2

2 2 2 2

0 2 2 2

0 0 2 2

0 0 0 2

0 0 0 0

n n

n n

n n

n n n

n

x x x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x

x x x

x

−

−

−

− −

 
 
 
 
 
 
 
  
 

K
K
K

M M M O M M
K
K

 

6. จํานวนพจนท่ีแตกตางกันทั้งหมดจากการกระจาย ( )2

1 2 nx x x+ + +K เทากับ 1

2

n + 
 
 

 

พจน  
7. จํานวนพจนที่แตกตางกันท้ังหมดของ 2

ix  มีจํานวน n  พจน โดยท่ี 1 2, , ,i n= K  

จํานวนพจนของ 2 i jx x  โดยที่ i< j   และ 1 2, , , ,i j n= K  เทากับ 
2

n 
 
 

 พจน, 2n ≥  และสัมพันธกับ

จํานวนในสามเหลี่ยมปาสคาล 
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ดังน้ี 

               







0
0

                       ( )1  

         







0
1

      







1
1

                     ( )1     ( )1  

          







0
2

      







1
2

      







2
2

        ( )1       ( )2       ( )1   

 







0
3

      







1
3

      







2
3

     







3
3

                  ( )1       ( )3       ( )3       ( )1  

 







0
4

     







1
4

      







2
4

     







3
4

      







4
4

       ( )1       ( )4       ( )6       ( )4      ( )1  









0
5

 







1
5

  







2
5

 







3
5

 







4
5

 







5
5

   ( )1      ( )5      ( )10      ( )10      ( )5     ( )1  

 
ขอเสนอแนะจากการดําเนินการศึกษาโครงงาน 

  ขอเสนอแนะเชิงทฤษฎ ี
  การศึกษาในคร้ังนี้ คณะผูศึกษาไดกําหนดขอคาดเดาเชิงทฤษฎี (Theoretic Conjecture) เพ่ือเปน
กรอบสําหรับการศึกษาคร้ังตอไป ไวดังน้ี 

ขอคาดเดา 1 ผลรวมของสัมประสิทธ์ิจากการกระจายกําลังสองสัมบูรณของจํานวนจริง xi 

         จํานวน n  พจน ในรูป ( )2

1 1 2 2 2 nk x k x k x+ + +K     

  เทากับ  ( )2

1 2 2k k k+ + +K , โดยที่ ik  เปนคาคงท่ี และ 1 2, , ,i n= K  

ขอคาดเดา 2 (อาหน่ึง ชูไวย, 2555) ผลการกระจายกําลังสองสมบูรณ n  พจน 
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  ขอเสนอแนะจากการดําเนินการศึกษาในครั้งน้ีและครั้งตอไป 
1. ควรใชโปรแกรมทางคณิตศาสตร/วิศวกรรมศาสตร/สถิติ ชวยสรางแบบจําลองประกอบ 

การทดลองเพื่อใหเห็นรูปแบบการทดลองที่ชัดเจนมากขึ้น 
2. ควรศึกษาศึกษากําลัง n  สมบูรณท่ีนอกเหนือจากกําลังสอง 

2 พจน 

3 พจน 

4 พจน 

5 พจน 
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