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1 เลขยกกำลัง

1.1 ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น
1. R=Q∪Q′

2. Q∩Q′ =;

3. R+∩R− =;

4. Z+∩Z− =;

5. จำนวนเต็ม(integers) คือ จำนวนท่ีไม่อยู่ในรูปเศษส่วน(fraction)และทศนิยม (decimal) ประกอบด้วย

. . . ,-3,-2,-1,0,1,2,3,. . . (นั่นคือ ไม่มีจำนวนเต็มท่ีน้อยท่ีสุดและไม่มีจำนวนเต็ม ท่ีมากท่ีสุด)

Z=Z−∪Z0 ∪Z+ และ Z เป็นเซตอนันต์

6. จำนวนเต็มลบ(negaitive integers) ประกอบด้วย . . . ,-3,-2,-1 (นักเรียนจะสังเกตได้ว่า

จำนวนเต็มลบ ท่ีมากท่ีสุด คือ −1 แต่ไม่มีจำนวนเต็มลบท่ีน้อยท่ีสุด เนื่องจากจำนวนเต็มลบ

จำนวนถัดไปจะมีค่าลดลง จากจำนวนก่อนหน้าครั้งละ 1 เสมอ)

xmax ∈Z− =−1 แต่ ไม่มี xmi n ∈Z− และ Z− เป็นเซตอนันต์

7. จำนวนเต็มศูนย์ (zero) มีเพียงตัวเดียวเท่านั้น คือ 0 (นั่นคือ จำนวนเต็มศูนย์ ไม่เป็น

จำนวนเต็มลบและ ไม่เป็นจำนวนเต็มบวก)

Z0 เป็นเซตจำกัด

1



ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

8. จำนวนเต็มบวก(positive integers) ประกอบด้วย 1,2,3,. . . (นักเรียนจะสังเกตได้ว่า

จำนวนเต็มบวก ท่ีน้อยท่ีสุด คือ 1 แต่ไม่มีจำนวนเต็มบวกท่ีมากท่ีสุด เนื่องจากจำนวนเต็มบวก

จำนวนถัดไปจะมีค่าเพ่ิมข้ึน จากจำนวนก่อนหน้าครั้งละ 1 เสมอ)

ไม่มี xmax ∈Z+ แต่ xmi n ∈Z+ = 1 และ Z+ เป็นเซตอนันต์

9. จำนวนเต็มท่ีไม่ใช่จำนวนเต็มลบ คือ 0, 1, 2, 3, . . . (นั่นคือ จำนวนเต็มท่ีไม่ใช่จำนวนเต็มลบ

เป็นจำนวนท่ีรวมจำนวนเต็มศูนย์กับจำนวนเต็มบวกไว้ด้วยกัน)

เซตของจำนวนเต็มท่ีไม่ใช่จำนวนเต็มลบ คือ {0}∪Z+

10. จำนวนเต็มท่ีไม่ใช่จำนวนเต็มบวก คือ . . . ,−3,−2,−1, 0 (นั่นคือจำนวนเต็มท่ีไม่ใช่จำนวนเต็มบวก

เป็นจำนวนท่ีรวมจำนวนเต็มศูนย์กับจำนวนเต็มลบไว้ด้วยกัน)

เซตของจำนวนเต็มท่ีไม่ใช่จำนวนเต็มบวก คือ Z−∪ {0}

11. จำนวนเต็มคู่ คือ จำนวนท่ี 2 หารลงตัว (จำนวนท่ีหารด้วย 2 แล้ว ไม่มีเศษ หรือ เศษเป็น 0)
ถ้า x เป็นจำนวนเต็มคู่ แล้ว 2|x เช่น 2, 4, 6, . . ., 2n โดยท่ี n ∈Z

เซตของจำนวนเต็มคู่ คือ {x |x = 2n, n ∈Z}

12. จำนวนเต็มคี่ คือ จำนวนท่ี 2 หารไม่ลงตัว และเหลือเศษเป็น 1

ถ้า x เป็นจำนวนเต็มคี่ แล้ว 2 ∤ x เช่น 1, 3, 5, . . ., 2n +1 หรือ 2n −1 โดยท่ี n ∈Z

เซตของจำนวนเต็มคี่ คือ {x |x = 2n +1, n ∈Z}

เซตของจำนวนเต็มคี่ คือ {x |x = 2n −1, n ∈Z}

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 2



บทท่ี 1

13. สมบัติไตรวิภาค (trichotomy properties) กล่าวว่า จำนวนเต็ม a ต้องเป็นจำนวนเต็มประเภทใดประเภทหนึ่ง
ใน 3 กรณีต่อไปนี้ เพียงอย่างเดียวเท่านั้น คือ

• a < 0 (a ต้องเป็นจำนวนเต็มลบเพียงอย่างเดียวเท่านั้น) หรือ
• a = 0 (a ต้องเป็นจำนวนเต็มศูนย์เพียงอย่างเดียวเท่านั้น) หรือ
• a > 0 (a ต้องเป็นจำนวนเต็มบวกเพียงอย่างเดียวเท่านั้น)

14. กำหนดให้ a, b และ c เป็นจำนวนเต็มใดๆ จะได้ว่า

• a+b เป็นจำนวนเต็ม (จำนวนเต็มบวกกับจำนวนเต็มได้ผลลัพธ์เป็นจำนวนเต็ม) (สมบัติปิดการบวก)
(additive closure property)

• a ×b เป็นจำนวนเต็ม (จำนวนเต็มคูณกับจำนวนเต็มได้ผลลัพธ์เป็นจำนวนเต็ม) (สมบัติปิดการคูณ)
(multiplicative closure property)

• ถ้า a > 0 และ b > 0 แล้ว a +b > 0

• ถ้า a < 0 และ b < 0 แล้ว a +b < 0

• |a| (อ่านว่าค่าสัมบูรณ์ของ a) คือ ระยะห่างจาก a ถึง 0 มีค่าเป็นศูนย์ หรือมีค่าเป็นบวกเสมอ
(เพราะระยะไม่ติดลบ)

|a| =







a เมื่อ a ≥ 0

−a เมื่อ a < 0

นั่นคือ |a| ≥ 0 เสมอ

• ถ้า a > 0 และ b < 0 และ |a| > |b| แล้ว a +b > 0

• ถ้า a > 0 และ b < 0 และ |a| < |b| แล้ว a +b < 0

• ถ้า a > b แล้ว a +c > b +c

• ถ้า a > b และ c > 0 แล้ว ac > bc

• ถ้า a > b และ c < 0 แล้ว ac < bc

• ถ้า a < b และ b < c แล้ว a < c (สมบัติการถ่ายทอด (transitive property))
• ถ้า a > b และ b > c แล้ว a > c (สมบัติการถ่ายทอด (transitive property))
• ถ้า a = b และ b = c แล้ว a = c (สมบัติการถ่ายทอด (transitive property))
• a = a (สมบัติการสะท้อน (reflexive property))
• ถ้า a = b แล้ว b = a (สมบัติการสมมาตร (symmetry property))
• a ×0 = 0 (ทุกๆ จำนวนเต็มคูณกับศูนย์ แล้วได้ผลลัพธ์เป็นศูนย์)
• ถ้า a > b และ c = 0 แล้ว ac = bc หรือ ถ้า a < b และ c = 0 แล้ว ac = bc
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ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

• a + (−a) = 0 เรียก −a ว่า “อินเวอร์สการบวกของ a”

• a ×
1

a
= 1 เรียก 1

a
ว่า “อินเวอร์สการคูณของ a”

• a +0 = a เรืยก 0 ว่า “เอกลักษณ์การบวกของทุกจำนวนเต็ม”

• a ×1 = a เรืยก 1 ว่า “เอกลักษณ์การคูณของทุกจำนวนเต็ม”

• a +b = b +a (สมบัติการสลับท่ีการบวก (additive commutative property))
• a ×b = b ×a (สมบัติการสลับท่ีการคูณ (multiplicative commutative property))
• (a +b)+c = a + (b +c) (สมบัติการเปล่ียนกลุ่มการบวก (additive associative property))
• (a ×b)×c = a × (b ×c) (สมบัติการเปล่ียนกลุ่มการบวก (multiplicative associative property))
• a × (b +c) = (a ×b)+ (a ×c) (สมบัติการกระจาย (distributive property))

15. จำนวนตรงข้ามของ a คือ −a

16. a ×b (a cross b) สามารถเขียนให้อยู่ในรูป a ·b (a dot b) หรือ ab

17. a ÷b สามารถเขียนให้อยู่ในรูป a

b
โดยท่ี b 6= 0

18. a −b = a + (−b) (การลบ คือ การบวกด้วยจำนวนตรงข้าม)

19. จำนวนตรรกยะ + จำนวนตรรกยะ ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนตรรกยะ

20. จำนวนตรรกยะ + จำนวนอตรรกยะ ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนอตรรกยะ

21. จำนวนอตรรกยะ + จำนวนตรรกยะ ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนอตรรกยะ

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 4



บทท่ี 1

22. จำนวนอตรรกยะ + จำนวนอตรรกยะ ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนตรรกยะ หรือ จำนวนอตรรกยะ ก็ได้

23. จำนวนตรรกยะ × จำนวนตรรกยะ ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนตรรกยะ

24. จำนวนตรรกยะ × จำนวนอตรรกยะ ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนอตรรกยะ โดยท่ี จำนวนตรรกยะต้อง 6= 0

25. จำนวนอตรรกยะ × จำนวนตรรกยะ ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนอตรรกยะ โดยท่ี จำนวนตรรกยะต้อง 6= 0

26. จำนวนอตรรกยะ × จำนวนอตรรกยะ ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนตรรกยะ หรือ จำนวนอตรรกยะ ก็ได้

27. จำนวนเต็มบวก × จำนวนเต็มบวก ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนเต็มบวก

28. จำนวนเต็มบวก × จำนวนเต็มลบ ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนเต็มลบ

29. จำนวนเต็มลบ × จำนวนเต็มบวก ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนเต็มลบ

30. จำนวนเต็มลบ × จำนวนเต็มลบ ได้ผลลัพธ์เป็น จำนวนเต็มบวก

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 5



ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

ตัวอย่าง 1 ค่าของ 36 = 3×3×3×3×3×3
︸ ︷︷ ︸

6 ตัว

ตัวอย่าง 2 ค่าของ 25 = 2×2×2×2×2
︸ ︷︷ ︸

5 ตัว

ตัวอย่าง 3 ค่าของ 18100 = 18×18× . . .×18
︸ ︷︷ ︸

100 ตัว

ตัวอย่าง 4 ค่าของ 5−4 =
1

54
=

1

5
×

1

5
×

1

5
×

1

5
︸ ︷︷ ︸

4 ตัว

ตัวอย่าง 5 ค่าของ 6−300 =
1

6300
=

1

6
×

1

6
× . . .×

1

6
︸ ︷︷ ︸

300 ตัว

ตัวอย่าง 6 ค่าของ (−7)6 = (−7)× (−7)× (−7)× (−7)× (−7)× (−7)
︸ ︷︷ ︸

6 ตัว

ตัวอย่าง 7 ค่าของ (−2)−8 =
1

(−2)8
=

1

−2
×

1

−2
×

1

−2
×

1

−2
×

1

−2
×

1

−2
×

1

−2
×

1

−2
︸ ︷︷ ︸

8 ตัว

ตัวอย่าง 8 ค่าของ (0.1)6 = (0.1)× (0.1)× (0.1)× (0.1)× (0.1)× (0.1)
︸ ︷︷ ︸

6 ตัว

ตัวอย่าง 9 ค่าของ (0.1)−6 = 1
(0.1)6 =

(
1

0.1

)

×
(

1

0.1

)

×
(

1

0.1

)

×
(

1

0.1

)

×
(

1

0.1

)

×
(

1

0.1

)

︸ ︷︷ ︸

6 ตัว

ตัวอย่าง 10 ค่าของ (−0.5)4 = (−0.5)× (−0.5)× (−0.5)× (−0.5)
︸ ︷︷ ︸

4 ตัว

ตัวอย่าง 11 ค่าของ (−0.5)−4 = 1
(−0.5)4 =

(
1

−0.5

)

×
(

1

−0.5

)

×
(

1

−0.5

)

×
(

1

−0.5

)

︸ ︷︷ ︸

4 ตัว

ตัวอย่าง 12 ค่าของ
(

4
7

)5 =
4

7
×

4

7
×

4

7
×

4

7
×

4

7
︸ ︷︷ ︸

5 ตัว

ตัวอย่าง 13 ค่าของ
(

2
3

)−4 = 1
(

2

3

)4 =
1

(
2

3

) ×
1

(
2

3

) ×
1

(
2

3

) ×
1

(
2

3

)

︸ ︷︷ ︸

4 ตัว

=
3

2
×

3

2
×

3

2
×

3

2
︸ ︷︷ ︸

4 ตัว

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 6
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นักเรียนควรทราบ 1 สำหรับทุกจำนวนเต็ม a ใดๆ ท่ี b 6= 0 จะได้ว่า −a
b

=−a
b
= a

−b

นักเรียนควรทราบ 2 สำหรับทุกจำนวนเต็ม a ใดๆ และทุกจำนวนเต็มบวก n พึงระวัง −an =−(an)

เพ่ือง่ายต่อการทำความเข้าใจ และกันความสับสน ให้นักเรียนพิจารณาตัวอย่างต่อไปนี้
ตัวอย่าง 14 ค่าของ −57 =−(57) =−(5×5×5×5×5×5×5)

︸ ︷︷ ︸

7 ตัว
แต่
ตัวอย่าง 15 ค่าของ (−5)7 = (−5)× (−5)× (−5)× (−5)× (−5)× (−5)× (−5)

︸ ︷︷ ︸

7 ตัว

นักเรียนควรทราบ 3 สำหรับทุกจำนวนเต็ม a, b ใดๆ ท่ี b 6= 0 จะได้ว่า −a
b

=−a
b
= a

−b

นักเรียนควรทราบ 4 สำหรับทุกจำนวนเต็ม a, b, c , d ใดๆ ท่ี b, c , d 6= 0 จะได้ว่า






a

b
c

d




=

a

b
×

d

c
=

a ×d

b ×c

นั่นคือ






a

b
c

d




=

a

b
×

d

c
=

a ×d

b ×c
; กลับเศษเป็นส่วน เปลี่ยนหารเป็นคูณ ส่วนเป็น 0 ไม่มีความหมาย

เกร็ดความรู้ 1 พิจารณาผลคูณต่อไปนี้ เมื่อ x , y ∈R

1. จาก ผลต่างกำลังสอง (different square), x2 − y 2 = (x − y)(x + y)

หรือ (x − y)(x + y) = x2 − y 2 และ ∀x , y ≥ 0

จะได้ว่า
(p

x −p
y
)(p

x +p
y
)

=
(p

x
)2 −

(p
y
)2 = x − y

2. จาก ผลต่างกำลังสาม, x3 − y 3 = (x − y)(x2 +x y + y 2) และ ∀x , y ≥ 0 จะได้ว่า
(p

x
)3 −

(p
y
)3 =

(p
x −p

y
)((p

x
)2 +p

x y +
(p

y
)2

)

=
(p

x −p
y
)(

x + y +p
x y

)

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 7



ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

3. จาก ผลบวกกำลังสาม, x3 + y 3 = (x + y)(x2 −x y + y 2) และ ∀x , y ≥ 0 จะได้ว่า
(p

x
)3 +

(p
y
)3 =

(p
x +p

y
)((p

x
)2 −p

x y +
(p

y
)2

)

=
(p

x +p
y
)(

x + y −p
x y

)

4. กำลังสองสมบูรณ์ (perfect square), (x ± y)2 = x2 ±2x y + y 2 และ ∀x , y ≥ 0

จะได้ว่า
(p

x ±p
y
)2 =

(p
x
)2 ±2

p
x
p

y +
(p

y
)2 = x ±2

p
x y + y = x + y ±p

x y

5. กำลังสามสมบูรณ,์ (x ± y)3 = x3 ±3x2 y +3x y 2 ± y 3 และ ∀x , y ≥ 0 จะได้ว่า

(
p

x ±p
y)3 =

(p
x
)3 ±3

(p
x
)2p

y +3
p

x
(p

y
)2 ±

(p
y
)3

= x
p

x ±3x
p

y +3y
p

x ± y
p

y

= x
p

x ± y
p

y +3y
p

x ±3x
p

y

= x
p

x ± y
p

y +3
(

y
p

x ±x
p

y
)

6. กำลัง n สมบูรณ,์ พิจารณาสามเหลี่ยมของปาสคาล(Pascal’s Triangle)

(0
0

)

(1
0

) (1
1

)

(2
0

) (2
1

) (2
2

)

(3
0

) (3
1

) (3
2

) (3
3

)

(4
0

) (4
1

) (4
2

) (4
3

) (4
4

)

(5
0

) (5
1

) (5
2

) (5
3

) (5
4

) (5
5

)

ทฤษฎีบท 1 [ทฤษฎีบทอเนกนาม (Multinomial Theorem)] ถ้า n, n1, n2, . . . , nk เป็นจำนวนเต็มท่ีไม่เป็นลบ

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 8



บทท่ี 1

และ n = n1 +n2 + . . .nk แล้ว
(

n

n1, n2 . . .nk

)

=
n!

n1!n2! . . .nk !

อาศัยทฤษฎีบทของ เดอ โพลิแนค เลอจองด์ (De-Polignac Legendre) จะได้ว่า

(x1 +x2 + . . .+xk )n =
∑

n1+n2+...+nk=n

n1,n2,...,nk≥0

x
n1

1 x
n2

2 . . . x
nk

k

เกร็ดความรู้ 2 k1
n
p

a +k2
n
p

a + . . .+km
n
p

a = (k1 +k2 + . . .+km ) n
p

a =
m∑

i=1

ki
n
p

a และ

เกร็ดความรู้ 3 k1
n
p

a −k2
n
p

a − . . .−km
n
p

a = (k1 −k2 − . . .−km ) n
p

a

ตัวอย่าง 16 จงหาค่าจำนวนเต็มบวก a และ b ท่ีทำให้
√

5+
p

24 =
p

a +
p

b

วิธีทำ: Ï พิจารณา
5+

p
24 = 3+2

p
2 ·3+2 = (

p
2+

p
3)2

ดังนั้น
√

5+2
p

6 =
p

2+
p

3 Î

นักเรียนควรทราบ 5 สำหรับทุกจำนวนเต็ม a ใดๆ จะได้ว่า a
0

ไม่มีความหมาย

นักเรียนควรทราบ 6 สำหรับทุกจำนวนเต็ม a ใดๆ ท่ี a 6= 0 จะได้ว่า 0
a
= 0

นักเรียนควรทราบ 7 ค่าของ x
x

x ..
.xn

3
2

1 = x















x









x

(

.

(

.(.xn )
))

3









2















1 โดยท่ีแต่ละ xi 6= 0, i = 1, 2, 3, . . .
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ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

เกร็ดความรู้ 4 พึงสังเกตว่า

การคูณ หาร กรณฑ์ที่เหมือนกัน มีหลักการดังนี้

k1
n
p

a ·k2
n
p

a · . . . ·km
n
p

a =
m∏

i=1

ki ( n
p

a)m =
m∏

i=1

ki
n
p

am และ k1
n
p

a

k2
n
p

a
=

k1

k2

การคูณ หาร กรณฑ์ท่ีมเีลขดัชนีเหมือนกันแต่มีตัวที่ถูกถอดกรณฑ์ต่างกัน มีหลักการดังนี้

k1
n
p

a ·k2
n
p

b = k1k2 ·
n
p

ab และ k1
n
p

a

k2
n
p

b
=

k1
n
p

a

k2
n
p

b
=

k1

k2

n

√
a

b

k1
n
p

a1 ·k2
n
p

a2 · . . . ·km
n
p

am = k1k2 · . . . ·km
n
p

a1a2 · . . . ·am =
m∏

i=1

ki
n

√
√
√
√

m∏

j=1

a j

การคูณ หาร กรณฑ์ท่ีมเีลขดัชนีต่างกันแต่มีตัวที่ถูกถอดกรณฑ์เหมือนกัน มีหลักการดังนี้

k1
m
p

a ·k2
n
p

a = k1a( 1
m ) ·k2a( 1

n ) = k1k2 ·
(

a( 1
m ) ·a( 1

n )
)

= k1k2a( 1
m + 1

n )

(k1
(n1)
p

a)(k2
(n2)
p

a) . . . (km
(nm )
p

a) = k1k2 . . .km a
( 1

n1
+ 1

n2
+...+ 1

nm
) =

m∏

i=1

ki ·a





m∑

j=1

1

n j





และ k1
m
p

a

k2
n
p

a
=

k1a
1
m

k2a
1
n

=
k1

k2
·a( 1

m − 1
n )

การคูณ หาร กรณฑ์ท่ีมเีลขดัชนีต่างกันและมีตัวที่ถูกถอดกรณฑ์ต่างกัน ทำไม่ได้

เกร็ดความรู้ 5 พิจารณาผลคูณต่อไปนี้ เมื่อ x , y ∈R

จาก (x1 +x2 + . . .+xn )(y1 + y2 + . . .+ yn)

= (x1 y1 +x1 y2 + . . .+x1 yn)+ (x2 y1 +x2 y2 + . . .+x2 yn)+ . . .+ (xn y1 +xn y2 + . . .+xn yn)

=
n∑

i ,j
1≤i≤j

xi y j

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 10



บทท่ี 1

ตัวอย่าง 17 จงทำ (2+
p

2)(3+
p

3) ให้อยู่ในรูปอย่างง่าย

วิธีทำ: Ï จากโจทย์ จะได้ว่า

= (2+
p

2)(3+
p

3)

= (2 ·3)+ (2 ·
p

3)+ (3 ·
p

2)+ (
p

2 ·
p

3)

= 6+2
p

3+3
p

2+
p

2 ·3

= 6+2
p

3+3
p

2+
p

6

Î

ตัวอย่าง 18 จงทำ (2
p

8+3
p

32)(3
p

32+4
p

75) ให้อยู่ในรูปอย่างง่าย

วิธีทำ: Ï จากโจทย์ จะได้ว่า

= (2
p

8 ·3
p

32)+ (2
p

8 ·4
p

75)+ (3
p

32 ·3
p

32)+ (3
p

32 ·4
p

75)

= (2 ·2
p

2 ·3 ·4
p

2)+ (2 ·2
p

2 ·4 ·5
p

3)+ (3 ·
p

32)2 + (3 ·4
p

2 ·4 ·5
p

3)

= (2 ·2 ·3 ·4(
p

2)2)+ (2 ·2 ·4 ·5
p

2 ·3)+ (9 ·32)+ (3 ·4 ·4 ·5
p

2 ·3)

= 96+80
p

6+288+240
p

6

= (96+288)+ (80+240)
p

6

= (96+288)+ (80+240)
p

6

= 384+ (320)
p

6

Î

ตัวอย่าง 19 จงคำนวณหาผลลัพธ์ของ p
(1, 000, 000)(1, 000, 001)(1, 000, 002)(1, 000, 003)+1

โดยไม่ใช้เครื่องคำนวณ

วิธีทำ: Ï กำหนดให้ x = 1, 000, 000 = 106 ซ่ึงจะได้ว่า
(1, 000, 000)(1, 000, 001)(1, 000, 002)(1, 000, 003) = (1, 000, 000)(1, 000, 000+1)(1, 000, 000+
2)(1, 000, 000+3)

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 11



ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

พิจารณา

(1, 000, 000)(1, 000, 001)(1, 000, 002)(1, 000, 003) = x(x +1)(x +2)(x +3)

= x(x +3)(x +1)(x +2)

= (x2 +3x)(x2 +3x +2)

กำหนดให้ y = x2 +3x จะได้ว่า

x(x +1)(x +2)(x +3)+1 = (x2 +3x)(x2 +3x +2)+1 = y(y +2)+1 = (y +1)2

ดังนั้น
p

x(x +1)(x +2)(x +3)+1 = y +1

= x2 +3x +1

= (106)2 + (3 ·106)+1

= 1012 + (3 ·106)+1

= 1, 000, 003, 000, 001

∴

p
(1, 000, 000)(1, 000, 001)(1, 000, 002)(1, 000, 003)+1 = 1, 000, 003, 000, 001

Î

ทฤษฎีบท 2 [อนุกรมเรขาคณิตจำกัด] กำหนดให้ x 6= 1 จะได้ว่า
n∑

k=0

xk = 1+x +x2 +·· ·+xn =
1−xn+1

1−x

การพิสูจน์: กำหนดให้
S = 1+x +x2 +·· ·+xn

ซ่ึงจะได้ว่า
xS = x +x2 +x3 +·· ·+xn+1

พิจารณา

S−xS = (1+x+x2+·· ·+xn)−(x+x2+x3+·· ·+xn+1) = 1−xn+1 =: (1−x)S = 1−xn+1 =: S =
1−xn+1

1−x
,

จากกำหนด x 6= 1 จะได้ว่าทฤษฎีบทเป็นจริง ❑

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 12



บทท่ี 1

ตัวอย่าง 20 ถ้า ax = 5 แล้ว a5x มีค่าเป็นเท่าใด

วิธีทำ จาก ax = 5

a5x = (ax )5

= 55

ตัวอย่าง 21 ถ้า a−x = 7 แล้ว a−4x มีค่าเป็นเท่าใด

วิธีทำ จาก a−x = 7

a−4x = (a−x )4

= 74

ตัวอย่าง 22 ถ้า ax = 3 แล้ว a−3x มีค่าเป็นเท่าใด

วิธีทำ จาก ax = 3

a3x = (ax )3

= 33

= 27

a−3x =
1

a3x

=
1

27

ตัวอย่าง 23 ถ้า a−x = 2 แล้ว a2x มีค่าเป็นเท่าใด

วิธีทำ จาก a−x = 2

a−2x = (a−x )2

= 22

= 4

a2x = a−(−2x)

=
1

a−2x

=
1

4

ตัวอย่าง 24 ถ้า (27)−x = 8 แล้ว (81)x มีค่าเป็นเท่าใด

วิธีทำ จาก (27)−x = 8

จะได้ว่า
(

33
)−x =

(
1

2

)−3

(3x )−3 =
(

1

2

)−3

ดังนั้น 3x =
1

2

พิจารณา 81 = 34

จะได้ว่า 81x =
(

34
)x

= (3x )4

=
(

1

2

)4

ดังนั้น (81)x =
1

16

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 13



ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

ตัวอย่าง 25 จงหาค่าของ 3
1
4

(

1+3
1
2 +3

3
4

)(

3(− 1
4 ) +3

1
4 −3

1
2

)

วิธีทำ 3
1
4

(

1+3
1
2 +3

3
4

)(

3(− 1
4 ) +3

1
4 −3

1
2

)

=
(

1+3
1
2 +3

3
4

)

3
1
4

(

3(− 1
4 ) +3

1
4 −3

1
2

)

=
(

1+3
1
2 +3

3
4

)(

3
1
4 ·3(− 1

4 ) +3
1
4 ·3

1
4 −3

1
4 ·3

1
2

)

=
(

1+3
1
2 +3

3
4

)(

3
(

1
4+(− 1

4 )
)

+3
(

1
4+

1
4

)

−3
(

1
4+

1
2

))

=
(

1+3
1
2 +3

3
4

)(

30 +3
2
4 −3

3
4

)

=
(

1+3
1
2 +3

3
4

)(

1+3
1
2 −3

3
4

)

=
(

(1+3
1
2 )+3

3
4

)(

(1+3
1
2 )−3

3
4

)

=
(

1+3
1
2

)2
−

(

3
3
4

)2

=
(

12 +2 · (1)
(

3
1
2

)

+
(

3
1
2

)2
)

−
(

3
3
4

)2

=
(

1+2 ·3
1
2 +3

)

−3
3
2

= 4+2 ·3
1
2 −3

(

1+ 1
2

)

= 4+
(

2 ·3
1
2 −3 ·3

(
1
2

))

= 4−3
1
2

= 4−
p

3

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 14



บทท่ี 1

ตัวอย่าง 26 จงเขียน
(

24
)3 ×

(

22
)4 × (0.02)−1

215 ×26 × (−1)5
ให้อยู่ในรูปอย่างง่าย

วิธีทำ
(

24
)3 ×

(

22
)4 × (0.02)−1

215 ×26 × (−1)5
=

2(4×3) ×2(2×4) × (2×10−2)−1

215 ×26 × (−1)5

=
212 ×28 × (2×10−2)−1

215 ×26 × (−1)

=
212 ×28

215 ×26 × (−1)× (2×10−2 )1

=
212 ×28

−
(

215 ×26 × (2×10−2)1
)

=−
(

212 ×28

215 ×26 ×2×10−2

)

=−







212 ×28

215 ×26 ×21 ×
1

102







=−
(

212 ×28 ×102

215 ×26 ×21

)

=−
(

2(12+8) ×100

2(15+6+1)

)

=−
(

220 ×100

222

)

=−(2(20−22) ×100)

=−(2−2 ×100)

=−(
1

4
×100)

=−25

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 15



ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

ตัวอย่าง 27 จงเขียน a−1 +b−1

a−1 ×b−1
ห้อยู่ในรูปอย่างง่าย

วิธีทำ a−1 +b−1

a−1 ×b−1
=

(
1

a1
+

1

b1

)

(a ×b)−1

=

(
b

ab
+

a

ab

)

(
1

ab

)

=
(

a +b

�
�ab

)

·
(
�

�ab

1

)

= a +b

นักเรียนควรสังเกต am

an
=







am−n เมื่อ m > n

a0 = 1 เมื่อ m = n

1
an−m เมื่อ n > m

โดยท่ี a 6= 0 และ m, n เป็นจำนวนเต็มบวก

นักเรียนควรทราบ 8 สำหรับ an







(−a)n =−a · (−a)n−1

=−a ·an−1

=−an เมื่อ n เป็นจำนวนเต็มคี่

an = (−a)n เมื่อ n เป็นจำนวนเต็มคู่

ตัวอย่าง 28 พิจารณา (−4)2 = (−4)× (−4) = 4×4 = 16 = 42

ตัวอย่าง 29 พิจารณา (−2)3 = (−2)× (−2)3−1 = (−2)×22 = (−2)×4 =−23 =−8 =−23

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 16



บทท่ี 1

นักเรียนควรทราบ 9 สำหรับ a 6= 0 จะได้ว่า
(

1

a

)−n

= an

ตัวอย่าง 30
(

1

3

)−4

=
(

−
1

3

)−4

=
(
−1

3

)−4

=
(

1

−3

)−4

= (−3)4 = 34

ตัวอย่าง 31
(

−
5

7

)−5

=
(

−
7

5

)5

ตัวอย่าง 32
(

−
2x

5

)−2

=
(

−
5

2x

)2

=
(

5

2x

)2

เมื่อ x 6= 0

ตัวอย่าง 33
(

4

9y

)−3

=
(

9y

4

)3

เมื่อ y 6= 0

ตัวอย่าง 34
(

2x

5y

)−7

=
(

5y

2x

)7

เมื่อ x , y 6= 0

ตัวอย่าง 35
(

3x

4y

)−6

=
(

−
4y

3x

)6

=
(

4y

3x

)6

เมื่อ x , y 6= 0

ตัวอย่าง 36
(

x + y

x − y

)−3

=
(

x − y

x + y

)3

เมื่อ x 6= y

ตัวอย่าง 37
(

x + y

x − y

)−2

=
(

−
x − y

x + y

)2

=
(

x − y

x + y

)2

เมื่อ x 6= y

ตัวอย่าง 38 จงเรียงลำดับจำนวนต่อไปนี้ จากค่ามากไปหาค่าน้อย 1, 0001,000, 10010,000 , 10100,000

วิธีทำ
พิจารณา 1, 0001,000 = (103)1,000 = 103,000

พิจารณา 10010,000 = (102)10,000 = 1020,000

พิจารณา 10100,000 = 10100,000

นั่นคือ 10100,000 > 1020,000 > 103,000

ดังนั้น เมื่อเรียงจากค่ามากไปหาค่าน้อย จะได้ 10100,000 , 10010,000, 1, 0001,000 ตามลำดับ

ตัวอย่าง 39 จงเรียงลำดับจำนวนต่อไปนี้ จากค่ามากไปหาค่าน้อย 234 , 243 , 423 และ 432

วิธีทำ
พิจารณา 234

= 2(34) = 2(3×3×3×3) = 281

พิจารณา 243

= 2(43) = 2(4×4×4) = 264

พิจารณา 423

= 4(23) = 4(2×2×2) = 48 = (22)8 = 216

พิจารณา 432

= 4(3×3) = 49 = (22)9 = 218

นั่นคือ 281 > 264 > 218 > 216

ดังนั้น เมื่อเรียงจากค่ามากไปหาค่าน้อย จะได้ 234 , 243 , 432 และ 423 ตามลำดับ

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 17



ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

ตัวอย่าง 40 กำหนด x = 512 จงหาค่าของ x
26
81

[

x
(

x(x
1
3 )

1
3

) 1
3

] 1
3

วิธีทำ x
26
81

[

x
(

x(x
1
3 )

1
3

) 1
3

] 1
3

= x
26
81

[

x
(

x(x
1
9 )

) 1
3

] 1
3

= x
26
81

[

x
(

x ·x
1
9

) 1
3

] 1
3

= x
26
81

[

x
(

x
10
9

) 1
3

] 1
3

= x
26
81

[

x
(

x
10
27

)] 1
3

= x
26
81

[

x ·x
10
27

] 1
3

= x
26
81

(

x
37
27

) 1
3

= x
26
81 ·x

37
81

= x
63
81

= x
7
9

แทนค่า x = 512 จะได้ = (512)
7
9

= (29)
7
9

= 27

= 128

ทฤษฎีบท 3 ให้ a ∈Z+ และ x , y ∈Q ถ้า ax = a y แล้ว x = y

นักเรียนควรทราบ 10 สำหรับ a, b 6= 0 จะได้ว่า
(a

b

)−n
=

(
b

a

)n

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 18



บทท่ี 1

ตัวอย่าง 41 กำหนด 8
x
2 = 5 จงหาค่าของ 23x

วิธีทำ จาก 8
x
2 = 5 จะได้ 2

3x
2 = 5

และจาก 23x =
(

2
3x
2

)2

= 52

= 25

ดังนั้น 23x = 25

ตัวอย่าง 42 กำหนด 64−x = 8 จงหาค่าของ 24x

วิธีทำ จาก 64−x = 8 จะได้ 2−6x = 23

ดังนั้น −6x = 3

x =−
1

2

แทนค่า x =−
1

2
ใน 24x = 24(− 1

2
)

= 2−2

=
1

22

=
1

4

ตัวอย่าง 43 กำหนด (16)−x = 128 จงหาค่าของ 2
4x
7

วิธีทำ จาก (16)−x = 128 จะได้ 2−4x = 27

ดังนั้น −4x = 7

x =
−7

4

จะได้ว่า 2
4x
7 = 2

(
4
7

)

·
(−7

4

)

= 2−1

=
1

2

ดังนั้น 2
4x
7 =

1

2

ตัวอย่าง 44 กำหนด (32)x = 243 จงหาค่าของ 24x

วิธีทำ จาก (32)x = 243 จะได้ 25x = 35

นำ 4

5
คูณเลขยกกำลังทั้งสองข้าง จะได้

(

25x
) 4

5 =
(

35
) 4

5

นำ 4

5
คูณเลขยกกำลังทั้งสองข้าง จะได 24x = 34

= 81

ดังนั้น 24x = 81

พิจารณาสูตรผลต่างกำลังสอง(different square); ∀x , y ∈R, x2 − y 2 = (x − y)(x + y)

และ ∀a ∈R− {0}, m, n ∈Z,
(

am
)n = amn

จะได้ว่า
(

1−x
1
n

)(

1+x
1
n

)

=
(

12 −x ( 1
n )2

)

=
(

1−x
2
n

)

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 19



ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

นั่นคือ
(

1−x
1
n

)(

1+x
1
n

)

=
(

1−x
2
n

)

, x > 0, n ∈N

ตัวอย่าง 45 กำหนด x = 2 จงหาค่าของ (1−x
1
8 )(1+x

1
8 )(1+x

1
4 )(1+x

1
2 )(1+x)

วิธีทำ จากโจทย์จะได้ =
[

(1−x
1
8 )(1+x

1
8 )

]

(1+x
1
4 )(1+x

1
2 )(1+x)

= (1−x
2
8 )(1+x

1
4 )(1+x

1
2 )(1+x)

=
[

(1−x
1
4 )(1+x

1
4 )

]

(1+x
1
2 )(1+x)

= (1−x
2
4 )(1+x

1
2 )(1+x)

=
[

(1−x
1
2 )(1+x

1
2 )

]

(1+x)

= (1−x
2
2 )(1+x)

= (1−x)(1+x)

= (1−x2)

= (1−22)

= (1−4)

=−3

ดังนั้น เมื่อ x = 2 จะได้ว่า (1−x
1
8 )(1+x

1
8 )(1+x

1
4 )(1+x

1
2 )(1+x) =−3

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 20



บทท่ี 1

พิจารณาต่อไปน้ี ถ้า a ∈R
+, n ∈N

จาก
(

1−a
1
n

)(

1+a
1
n

)

=
(

1−a
2
n

)

พิจารณา
(

1+a

(
1

20

))(

1+a

(
1

21

))(

1+a

(
1

22

))

. . .

(

1+a

(
1

2(n−2)

))(

1+a

(
1

2(n−1)

))(

1−a

(
1

2(n−1)

))

=
(

1+a

(
1

20

))(

1+a

(
1

21

))(

1+a

(
1

22

))

. . .

(

1+a

(
1

2(n−2)

))(

1−a

(
2

2(n−1)

))

=
(

1+a

(
1

20

))(

1+a

(
1

21

))(

1+a

(
1

22

))

. . .

(

1+a

(
1

2(n−2)

))(

1−a

(
1

2(n−2)

))

=
(

1+a

(
1

20

))(

1+a

(
1

21

))(

1+a

(
1

22

))

. . .

(

1−a

(
2

2(n−2)

))

=
(

1+a

(
1

20

))(

1+a

(
1

21

))(

1+a

(
1

22

))

. . .

(

1−a

(
1

2(n−3)

))

=
(

1+a

(
1

20

))(

1+a

(
1

21

))(

1+a

(
1

22

))(

1−a

(
1

22

))

=
(

1+a

(
1

20

))(

1+a

(
1

21

))(

1−a

(
2

22

))

=
(

1+a

(
1

20

))(

1+a

(
1

21

))(

1−a

(
1

21

))

=
(

1+a

(
1

20

))(

1−a

(
2

21

))

=
(

1+a

(
1

20

))(

1−a

(
1

20

))

=
(

1+a
(

1
1

))(

1−a
(

1
1

))

= (1+a)(1−a)

=
(

1−a2
)

ดังนั้น
(

1+a

(
1

20

))(

1+a

(
1

21

))(

1+a

(
1

22

))

. . .

(

1+a

(
1

2(n−2)

))(

1+a

(
1

2(n−1)

))(

1−a

(
1

2(n−1)

))

=
(

1−a2
)
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ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

ในทำนองเดียวกัน

จะได้ว่า
(

a

(
1

20

)

+1

)(

a

(
1

21

)

+1

)(

a

(
1

22

)

+1

)

. . .

(

a

(
1

2(n−2)

)

+1

)(

a

(
1

2(n−1)

)

+1

)(

a

(
1

2(n−1)

)

−1

)

=
(

a2 −1
)

ตัวอย่าง 46 (1+7)
(

1+7
1
2

)(

1+7
1
4

)

. . .
(

1+7
1

128

)(

1−7
1

128

)

=
(

1−72
)

= 1−49 =−48

ตัวอย่าง 47 (7+1)
(

7
1
2 +1

)(

7
1
4 +1

)

. . .
(

7
1

128 +1
)(

7
1

128 −1
)

=
(

72 −1
)

= 49−1 = 48

เกร็ดความรู้ 6 ∀m, n ∈Z+ ท่ี n > 1 และ a, b ∈R, b 6= 0 จะได้ว่า

1. ( n
p

a)n = a เมื่อ n
p

a เป็นจำนวนจริง

2. n
p

an =







a เมื่อ a ≥ 0

a เมื่อ a < 0 และ n เป็นจำนวนคี่บวก

|a| เมื่อ a < 0 และ n เป็นจำนวนคู่บวก

3. n
p

ab = n
p

a
n
p

b

4. n

√
a
b
=

npa
np

b

5. n
p

a = a
1
n

6. n
p

am = (am )
1
n = a

m
n

7. n
√

(ab)m = n
p

ambm = n
p

am n
p

bm = (a
m
n )(b

m
n ) = (ab)

m
n

8. n

√
(a

b

)m
=

n
p

am

n
p

bm
=

a
m
n

b
m
n

=
(a

b

)m
n

นักเรียนควรทราบ 11 สำหรับ a ∈R, n ∈Z จะได้ว่า n
p

a เป็น







รากคี่ เมื่อ n เป็นจำนวนเต็มคี่

รากคู่ เมื่อ n เป็นจำนวนเต็มคู่
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บทท่ี 1

• ถ้า n
p

a เป็นรากคี่ แล้ว a ∈R (a เป็นได้ท้ังจำนวนจริงลบ หรือ 0 หรือ จำนวนจริงบวก)

• ถ้า n
p

a เป็นรากคู่ แล้ว a ∈R−R− (a ≥ 0 เท่านั้น และ a ต้องไม่ติดลบ)

นักเรียนควรทราบ 12 สำหรับ a ∈R จะได้ว่า n
p

an =







a เมื่อ n เป็นจำนวนเต็มบวกคี่

|a| เมื่อ n เป็นจำนวนเต็มบวกคู่

นักเรียนควรทราบ 13 สำหรับ a ∈R จะได้ว่า |a| =







a เมื่อ a ≥ 0

|a| เมื่อ a < 0

นักเรียนควรทราบ 14 สำหรับ a, b ∈R จะได้ว่า n
p

a +b 6= n
p

a + n
p

b และ n
p

a −b 6= n
p

a − n
p

b

นักเรียนควรทราบ 15 สำหรับ a, b ∈R+ จะได้ว่า คู่p
a ·b = คู่p(−a) · (−b) = คู่pa · คู่p

b

นักเรียนควรทราบ 16 สำหรับ a, b ∈R+ จะได้ว่า คู่p(−a) · (−b) 6= คู่p−a · คู่p−b

p
(−3) · (−2) =

p
6 =

p
2 ·

p
3 แต่ p(−3) · (−2) 6=

p
−3 ·

p
−2

เพราะว่า ตัวที่ถูกถอดกรณ์ในรากคู่ห้ามติดลบ

ตัวอย่าง 48 p
(−2) · (−4) 6=

p
−2 ·

p
−4

ตัวอย่าง 49 4
p

(−3) · (−5) 6= 3
p
−3 · 3

p
−5

นักเรียนควรทราบ 17 สำหรับ a, b ∈R+ จะได้ว่า ค่ีp(−a) · (−b) = ค่ีp−a · ค่ีp−b
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ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

ตัวอย่าง 50 3
p

(−2) · (−4) = 3
p
−2 · 3

p
−4

ตัวอย่าง 51 5
p

(−3) · (−4) = 5
p
−3 · 5

p
−4

ตัวอย่าง 52 7
p

(−1) · (−2) = 7
p
−1 · 7

p
−2

นักเรียนควรทราบ 18 สำหรับ a, b ∈R จะได้ว่า (a −b)คู่ = (b −a)คู่

ตัวอย่าง 53 (4−2)2 = 22 = 4 = (−2)2 = (2−4)2

ตัวอย่าง 54 (2−1)4 = 14 = 1 = (−1)4 = (1−2)4

ตัวอย่าง 55 (x − y)6 = (y −x)6

นักเรียนควรทราบ 19 สำหรับ a, b ∈R จะได้ว่า (a −b)ค่ี 6= (b −a)ค่ี

ตัวอย่าง 56 (4−2)3 = 23 = 8 6= −8 = (−2)3 = (2−4)3

ตัวอย่าง 57 (2−1)5 = 15 = 1 6= −1 = (−1)5 = (1−2)5

ตัวอย่าง 58 (x − y)7 6= (y −x)7

นักเรียนควรทราบ 20 สำหรับ a, b ∈R จะได้ว่า (a −b)ค่ี =−(b −a)ค่ี

ตัวอย่าง 59 (4−2)3 = 23 = 8 =−(−8) =−(−2)3 =−(2−4)3

ตัวอย่าง 60 (2−1)5 = 15 = 1 =−(−1) =−(−1)5 =−(1−2)5

ตัวอย่าง 61 (x − y)7 =−(y −x)7

นักเรียนควรทราบ 21 สำหรับ a ∈R, m, n ∈Z+ จะได้ว่า (am)n = amn = anm = (an)m

ตัวอย่าง 62 (

23
)4 = 23×4 = 24×3 =

(

23
)4

ตัวอย่าง 63 (

(−2)3
)4 = (−2)3×4 = (−2)4×3 =

(

(−2)3
)4
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บทท่ี 1

บทนิยาม 1 สำหรับ n ∈Z+ จะเรียก n
p
■ ว่า กรณฑ์ที่ n ของ ■

• สำหรับ k ∈R ซ่ึง k
n
p
■ เรียก k ว่า สัมประสิทธ์ิ

• เรียก n ว่า อันดับของกรณฑ์

• เรียก ■ ว่า ตัวที่ถูกถอดกรณ์

บทนิยาม 2 กรณฑ์ที่เหมือนกัน หมายถึง

1. กรณฑ์ท่ีมีอันดับของกรณฑ์เป็นอันดับเดียวกัน และ

2. มีจำนวนท่ีถูกถอดกรณฑ์เป็นจำนวนเดียวกัน และ

3. มีสัมประสิทธิ์เหมือนหรือต่างกันก็ได้

ตัวอย่าง 64 กรณฑ์อับดับสองท่ีเหมือนกัน เช่น 2
p

2,
p

2, −3
p

2, 1
2

p
2, −2

3

p
2, 1.34

p
2

ตัวอย่าง 65 กรณฑ์อับดับสามท่ีเหมือนกัน เช่น 2
3
p

2, 3
p

2, −3
3
p

2, 1
2

3
p

2, −2
3

3
p

2, 1.34
3
p

2

ตัวอย่าง 66 กรณฑ์ท่ีต่างกัน เช่น
p

4 กับ 3
p

3 เพราะ อันดับของกรณฑ์และตัวท่ีถูกถอดกรณฑ์ต่างกัน

ตัวอย่าง 67 กรณฑ์ท่ีต่างกัน เช่น
p

4 กับ 3
p

4 เพราะ อันดับของกรณฑ์ต่างกัน

ตัวอย่าง 68 กรณฑ์ท่ีต่างกัน เช่น
p

4 กับ
p

3 เพราะ ตัวท่ีถูกถอดกรณฑ์ต่างกัน

เกร็ดความรู้ 7 การบวก ลบ จำนวนท่ีอยู่ในรูปกรณฑ์ มีหลักพิจารณาดังนี้

1. จำนวนท่ีอยู่ในรูปกรณฑ์ท่ีสามารถนำมา บวก ลบกันได้ ต้องเป็นกรณฑ์ที่เหมือนกันเท่านั้น

2. การบวก ลบ กรณฑ์ที่เหมือนกัน ทำได้โดย การนำเอาสัมประสิทธ์ิของกรณฑแ์ต่ละจำนวนมาดำเนินการ
บวก ลบกันตามปกติ

3. จำนวนท่ีอยู่ในรูปกรณฑ์ที่ต่างกัน นำมา บวก ลบกันไม่ได้

สำหรับการบวก ลบ กรณฑ์ท่ีเหมือนกัน มีหลักการดังนี้

k1
n
p

a +k2
n
p

a = (k1 +k2) n
p

a และ k1
n
p

a −k2
n
p

a = (k1 −k2) n
p

a

เพ่ิมเติม 1 k1
n
p

a +k2
n
p

a + . . .+km
n
p

a = (k1 +k2 + . . .+km ) n
p

a =
m∑

i=1

ki
n
p

a และ

เพ่ิมเติม 2 k1
n
p

a −k2
n
p

a − . . .−km
n
p

a = (k1 −k2 − . . .−km ) n
p

a
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ทบทวนความรู้เบ้ืองต้น

ตัวอย่าง 69 ผลลัพธ์ของ 2
p

3+
p

3−4
p

3 = (2+1−4)
p

3 =−
p

3

ตัวอย่าง 70 ผลลัพธ์ของ 2
4

3
p
−5+ 3

6
3
p
−5− 4

8
3
p
−5 = ( 2

4
+ 3

6
− 4

8
)

3
p
−5 = 1

2
3
p
−5

ตัวอย่าง 71 จงหาผลลัพธ์ของ
p

75+
p

48−
p

27

วิธีทำ
p

75+
p

48−
p

27 =
p

25×3+
p

16×3−
p

9×3

=
p

52 ×3+
p

42 ×3−
p

32 ×3

= 5
p

3+4
p

3−2
p

3

= (5+4−2)
p

3

= 7
p

3

ตัวอย่าง 72 จงหาผลลัพธ์ของ (2a +b)
p

2− (a −2b)
p

2

วิธีทำ (2a +b)
p

2− (a −2b)
p

2 = [(2a +b)− (a −2b)]
p

2

= (2a +b −a +2b)
p

2

= (a +3b)
p

2

ตัวอย่าง 73 จงหาผลลัพธ์ของ x
p

5
−
p

20x +
2x
p

5

วิธีทำ x
p

5
−
p

20x +
2x
p

5
=

(

x
p

5
·
p

5
p

5

)

−
p

4 ·5x +
(

2x
p

5
·
p

5
p

5

)

=
x
p

5

5
−2x

p
5+

2x
p

5

5

=
(

x

5
−2x +

2x

5

)p
5

=
(

x

5
−

10x

5
+

2x

5

)p
5

=
(

x −10x +2x

5

)p
5

=−
7
p

5

5
x
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บทท่ี 1

ตัวอย่าง 74 จงหาผลลัพธ์ของ 2

√

1

10
−4

√

5

2
+3

√

2

5
+

1

5

p
10

วิธีทำ 2

√

1

10
−4

√

5

2
+3

√

2

5
+

1

5

p
10 = 2

√

1

10
·

10

10
−4

√

5

2
·

2

2
+3

√

2

5
·

5

5
+

1

5

p
10

= 2

√

10

102
−4

√

10

22
+3

√

10

52
+

1

5

p
10

=
2

10

p
10−

4

2

p
10+

3

5

p
10+

1

5

p
10

=
(

2

10
−

4

2
+

3

5
+

1

5

)p
10

=
(

1

5
−2+

3

5
+

1

5

)p
10

=
(

1

5
−

10

5
+

3

5
+

1

5

)p
10

=
(

1−10+3+1

5

)p
10

=−
5

5

p
10

=−
p

10

1.2 ตัวอย่างข้อสอบ

โจทย์ 1 จงหาค่าของ 32(3n−1) ×33(3−n) ×81
1−n

4 ×22(m+1)

(34)
n
2 ×35 ×22m−1

โจทย์ 2 จงหาค่าของ (3×2n+1)− (4×2n−2)

2n −2n−1

โจทย์ 3 จงหาค่า 2−2x เมื่อ 2x = 0.25

โจทย์ 4 จงหาค่า m เมื่อ 64m+2 = 1

โจทย์ 5 จงหาค่า k เมื่อ 2k+5 −248 = 22k

โจทย์ 6 ข้อใดมีค่ามากท่ีสุด ถ้า a = 245, 336, c = 427, d = 518, e = 69

โจทย์ 7 (Onet 25 ก.พ. 49) จงหาค่าของ (
p

2+
p

8+
p

18+
p

32)2

โจทย์ 8 (Onet 25 ก.พ. 49) จงหาค่าของ
5
p
−32

3
p

27
+

26

(64)
3
2
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ตัวอย่างโจทย์ครูอาหน่ึง

โจทย์ 9 (Onet 24 ก.พ. 50) จงหาค่าของ 8
2
3

4
p

144
·

(18)
1
2

p
6

โจทย์ 10 (Onet 24 ก.พ. 50) จงหาค่าของ (1−
p

2)2(2+
p

8)2(1+
p

2)3(2−
p

8)3

โจทย์ 11 (Onet 24 ก.พ. 50) ถ้า
(

3+
3

8

)3x

=
16

81
จงหาค่าของ x

โจทย์ 12 (B-PAT1 25 ต.ค. 51) ถ้า 6x+y = 36 และ 5x+2y = 125 จงหาค่า x

โจทย์ 13 (B-PAT1 25 ต.ค. 51) ถ้า x y = 2 จงหาค่า 2(x+y )2

2(x−y )2

โจทย์ 14 (Onet 21 ก.พ. 52) จงหาค่าของ
√

(−2)2 +
(

8
1
2 +2

p
2

p
32

)

โจทย์ 15 (PAT 7 มี.ค. 52) ถ้า 4y−x = 128 และ 32y+x = 81 จงหาค่า y

1.3 ตัวอย่างโจทย์ครูอาหน่ึง
โจทย์ 16 ถ้า (125)−x = 27 แล้ว (25)x มีค่าเป็นเท่าใด

โจทย์ 17 ถ้า (16)−x = 81 แล้ว 82x มีค่าเป็นเท่าใด

โจทย์ 18 ถ้า (32)−x = 243 แล้ว (16)x มีค่าเป็นเท่าใด

โจทย์ 19 ถ้า (25)2 = 5x แล้ว 2x2 −1 มีค่าเป็นเท่าใด

โจทย์ 20 ถ้า (27)−x =
1

27
แล้ว (4)x มีค่าเป็นเท่าใด

โจทย์ 21 จงหาค่าของ
[

2
1
4

(

1+2
1
2 +2

3
4

)(

2(− 1
4 ) +2

1
4 −2

1
2

)]2

โจทย์ 22 จงหาค่าของ
√

4
1
4

(

1+4
1
2 +4

3
4

)(

4(− 1
4 ) +4

1
4 −4

1
2

)

โจทย์ 23 จงหาค่าของ 3

√

[

5
1
4

(

1+5
1
2 +5

3
4

)(

5(− 1
4 ) +5

1
4 −5

1
2

)] 2
3

โจทย์ 24 จงคำนวณหา
√

(100)(101)(102)(103)+1 โดยไม่ใช้เครื่องคำนวณ

โจทย์ 25 จงคำนวณหา
√

(200)(201)(202)(203)+1 โดยไม่ใช้เครื่องคำนวณ

โจทย์ 26 จงคำนวณหา
√

(503)(502)(501)(500)+1 โดยไม่ใช้เครื่องคำนวณ

โจทย์ 27 จงคำนวณหา
√

(11, 503)(11, 502)(11, 501)(11, 500)+1 โดยไม่ใช้เครื่องคำนวณ

โจทย์ 28 จงหาค่า x ท่ีเป็นจำนวนจริง จากสมการ

√

x +
√

x +
√

x +p
. . . = 2

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 28
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โจทย์ 29 จงหาค่า x ท่ีเป็นจำนวนจริง จากสมการ x +
p

x2 −1

x −
p

x2 −1
+

x −
p

x2 −1

x +
p

x2 −1
= 98

โจทย์ 30 จงหาค่า x ท่ีเป็นจำนวนจริง จากสมการ

1

1+
1

1+
1

1+
...

1+
1

x

= x

โจทย์ 31 จงหาค่า x ท่ีเป็นจำนวนจริง จากสมการ
√

x +
p

x +11+
√

x +
p

x −11 = 4

โจทย์ 32 จงหาค่า x ท่ีเป็นจำนวนจริง จากสมการ
√
√
√
√

x +2

√

x +2

√

x +·· ·+2

√

x +2
p

3x
︸ ︷︷ ︸

n ราก

= x

โจทย์ 33 จงหาค่า x ท่ีทำให้สมการ 2

√
x

a
+3

√
a

x
=

b

a
+

6a

b
เป็นจริง

โจทย์ 34 จงหาค่า x ท่ีทำให้สมการ (x −7)(x −3)(x +5)(x +1) = 1680 เป็นจริง

โจทย์ 35 กำหนด x = 3 จงหาค่าของ (1−x
1
8 )(1+x

1
8 )(1+x

1
4 )(1+x

1
2 )(1+x)

โจทย์ 36 กำหนด x = 4 จงหาค่าของ (1−x
1
8 )(1+x

1
8 )(1+x

1
4 )(1+x

1
2 )(1+x)

โจทย์ 37 กำหนด x = 5 จงหาค่าของ (1−x
1

32 )(1+x
1

32 )(1+x
1

16 )(1+x
1
8 )(1+x

1
4 )(1+x

1
2 )(1+x)

โจทย์ 38 โจทย์ 39 โจทย์ 40 จงหาผลสำเร็จของ 2302480

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 41 จงหาผลสำเร็จของ 2−2 +22

22 −2−2
(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 42 จงหาผลลัพธ์ของ (1112)2 + (1023)2

2×1014
(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 43 จงหาผลลัพธ์ของ 23 +24 −25

23
(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 29
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โจทย์ 44 จงหาผลสำเร็จของ
(

(x − y)3(2x −2y)−4

(4x −4y)−2

)5

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 45 จงหาค่าของ 11000x +12100x

15x +12|x| โดยท่ี x เป็นจำนวนเต็ม (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 46 ให้ A =
216 −1

24 −1
มีจำนวนเฉพาะท่ีเป็นบวกกี่จำนวนท่ีหาร A ลงตัว (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 47 กำหนดให้ N 5 = 32768 และ M 4 = 1296 จะได้ ห.ร.ม. ของ N กับ M มีค่าเท่าใด (ครูอาหนึ่ง
ชูไวย)

โจทย์ 48 กำหนดให้ a, b และ c เป็นจำนวนนับ ซ่ึง a4 < b4 < c 4 < 700 จะได้ 6

25

(
a2 +b2 +c 2

a +b +c

)

มีค่ามากท่ีสุดเท่าใด

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 49 ให้ s < t < x < y < z < 225 และ p
s,
p

t ,
p

x ,
p

y ,
p

z เป็นจำนวนเต็ม แล้ว x + y + z −2

t − s

มีค่ามากท่ีสุดเท่าไร (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 50 ถ้าผลต่างของกำลังสามของจำนวนนับสองจำนวนท่ีเรียงติดกัน คือ y เมื่อ y คือจำนวนนับ แล้ว y

จะเป็น จำนวนนับใดได้บ้าง (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 51 ถ้าผลต่างของกำลังสองของจำนวนนับสองจำนวนท่ีเรียงติดกัน คือ x เมื่อ x คือจำนวนนับ แล้วผลบวกของ
x ทุกตัว โดยท่ี x ≤ 100 มีค่าเป็นเท่าไร (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 52 ถ้า s เป็นจำนวนเต็มท่ีมีค่ามากท่ีสุดท่ีหาร x2 − y 2 ลงตัว สำหรับจำนวนคี่บวก x และ y ทุกตัว
โดยท่ี x > y แล้ว จงหาค่าของ 3s +4

4
(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 53 ให้ s < t < x < y < z < 1000 และ 3
p

s,
3
p

t , 3
p

x , 3
p

y , 3
p

z เป็นจำนวนเต็ม แล้ว 2(x + y)s −3t z

มีค่ามากท่ีสุดเท่าไร (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 54 จงหา
√

(1, 000, 000, 000, 001)(1, 000, 000, 000, 002)(1, 000, 000, 000, 003)(1, 000, 000, 000, 004)+1

โดยไม่ใช้เครื่องคำนวณ (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 55 จงหาค่าของ

(

4

√
[

2
1
4

(

1+2
1
2 +2

3
4

)(

2(− 1
4 ) +2

1
4 −2

1
2

)]2
) 2

3

2
(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 56 จงหาค่า p
x โดยท่ี x เป็นจำนวนจริง จากสมการ

√

x +
p

x +13+
√

x +
p

x −13 = 5

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 57 จงประมาณค่าของ 4

√
√
√
√

(p
116

p
53

+
p

111

)5

โดยไม่ใช้เครื่องคำนวณ (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 58 จงหาค่า x ท่ีทำให้สมการ 4

√

2

√
x

a
+3

√
a

x
=

(
b

a
+

6a

b

) 1
4

เป็นจริง (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 30
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โจทย์ 59 จงหาค่า
p

2x ท่ีเป็นจำนวนจริง จากสมการ
√
√
√
√

x +2

√

x +2

√

x +·· ·+2

√

x +2
p

3x
︸ ︷︷ ︸

n ราก

= x

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 60 จงหาค่า (5x −1)
3
5 ท่ีเป็นจำนวนจริง จากสมการ

1

1+
1

1+
1

1+
...

1+
1

x

= x

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 61 สำหรับทุก n ∈Z
+ จงหาค่า

√
(

n
p

a +b
)2n

เมื่อ a และ b เป็นจำนวนเต็มบวก ท่ีทำให้
√

12−2
p

21 =
p

a +
p

b (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

โจทย์ 62 ถ้า (
1

9
)−x = 4 แล้ว

√
√
√
√
√
√

3

√
(

(81)x

3
p

(27)x

)

2
มีค่าเป็นเท่าใด (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

“วจีถาม มือลิขิต จิตรู้ ตาดู หูฟัง กายปฏิบัติ
รอบรู้ คือ ถึงแก่นปรมัตถ์ รู้แจ้ง แจ่มชัด แตกฉาน
รอบคอบ คือ รู้ตรวจผิด-ตรองถูก รู้เหตุ รู้ผล รู้ตน รู้ประมาณ
รอบด้าน คือ รู้การณ์ (กาล, กาลเทศะ) รู้ชุมชน รู้บุคคล” -ครูอาหนึ่ง ชูไวย

เกร็ดความรู้ 8

e = 1+
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ . . .

เกร็ดความรู้ 9
π

2
=

2

1
×

2

3
×

4

3
×

4

5
×

6

5
×·· ·

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 31
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เกร็ดความรู้ 10
1

2
=

1

1

1

. . .
+1+

1

. . .

+1+
1

1

. . .
+1+

1

. . .

เกร็ดความรู้ 11

e −1 = 1+
2

2+
3

3+
4

4+
5

5+ . . .

เกร็ดความรู้ 12
4

π
= 1+

1

2+
32

2+
52

2+
72

2+ . . .

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 32



2 ทฤษฎีจำนวนเบื้องต้น

2.1 การหารลงตัว

2.1.1 ข้ันตอนวิธีการหาร
ทฤษฎีบท 4 ขั้นตอนวิธีการหาร (Division Algolithm) ให้ a และ b เป็นจำนวนเต็ม โดยท่ี b > 0

จะมีจำนวนเต็ม q และ r เพียงชุดเดียวท่ีทำให้

a = bq +r โดยท่ี 0 ≤ r < b

เราเรียกจำนวนเต็ม a ว่า ตัวตั้ง (Dividend), เรียก b ว่า ตัวหาร (Divisor), เรียก q ว่า ผลหาร (Quotient)

และเรียก r ว่า เศษเหลือ (Remainder) จากการหาร a ด้วย b

การพิสูจน์: ในตอนแรกเราจะพิสูจน์ว่า ∃q ,r ∈Z ท่ีสอดคล้องกับสมการ a = bq +r

ให้ S = {a −bx | x เป็นจำนวนเต็ม และ a −bx ≥ 0}

เนื่องจาก b ≥ 1 ดังนั้น b|a| ≥ |a| นั่นคือ

a −b(−|a|) = a +b|a| ≥ a +|a| ≥ 0

เพราะฉะนั้น S 6= ; (เลือก x =−|a|) โดยหลักการจัดอันดับอย่างดีสำหรับ S จะได้ว่า S มีสมาชิก
ค่าน้อยสุด ให้ r เป็นสมาชิกค่าน้อยสุดใน S ดังนั้น จะมีจำนวนเต็ม q ท่ีทำให้ r = a −bq และ
r ≥ 0 นั่นคือ a = bq +r ต่อไปเราจะแสดงว่า r < b สมมติว่าไม่จริง นั่นคือ r ≥ b ดังนั้น

a −b(q +1) = (a −bq)−b = r −b ≥ 0

ซ่ึงแสดงว่า a −b(q +1) ∈ S แต่ a −b(q +1) = r −b < r ทำให้เกิดข้อขัดแย้งกับ r ท่ีเป็นสมาชิก
ค่าน้อยท่ีสุดใน S ดังนั้นเราสรุปได้ว่า r < b ต่อไปเราจะแสดงว่ามีจำนวนเต็ม q และ r เช่นนี้ได้เพียง
ชุดเดียวเท่านั้น ให้ q1, q2, r1 และ r2 เป็นจำนวนเต็มท่ีทำให้ a = bq1+r1 โดยท่ี 0 ≤ r1 < b และ
a = bq2 + r2 โดยท่ี 0 ≤ r2 < b จะแสดงว่า r1 = r2 สมมติว่า r1 6= r2 ดังนั้น |r2 − r1| ≥ 1

จาก r2 − r1 = b(q1 − q2) จะได้ว่า b | (r2 − r1) โดยทฤษฎีบท 4 จะได้ว่า |b| ≤ |r2 − r1|
เนื่องจาก 0 ≤ r1 < b และ 0 ≤ r2 < b จะได้ว่า −b < r2 − r1 < b นั่นคือ |r2 − r1| < |b|
ซ่ึงขัดแย้งกับอสมการในข้างต้น เราจึงสรุปได้ว่า r1 = r2 เนื่องจาก r1 = r2 และ b 6= 0 ทำให้ได้ว่า
q1 = q2 ❑

2.1.2 นิยามการหารลงตัว
บทนิยาม 3 ถ้า a และ b เป็นจำนวนเต็มโดยท่ี a 6= 0 เราจะเรียก a ว่า ตัวหาร (Divisor) หรือ ตัวประกอบ
(Factor) ตัวหนึ่งของ b ก็ต่อเมื่อ มีจำนวนเต็ม q ท่ีทำให้ b = aq สัญลักษณ์ a|b แทน a หาร b ลงตัว และ
a ∤ b แทน a หาร b ไม่ลงตัว
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การหารลงตัว

2.1.3 สมบัติของการหารลงตัว
ทฤษฎีบท 5 ให้ a, b, c และ d เป็นจำนวนเต็ม จะได้ว่า

1.) a |0, a |a โดยท่ี a 6= 0

2.) 1 |a

3.) a |1 ก็ต่อเมื่อ a =±1

4.) ถ้า a |b แล้ว a |bc

5.) ถ้า a |b แล้ว ac |bc

6.) ถ้า a |b และ b |c แล้ว a |c

7.) ถ้า a |b และ c |d แล้ว ac |bd

8.) ถ้า a |(b +c) และ a |b แล้ว a |c

9.) ถ้า a |b และ b |a ก็ต่อเมื่อ a =±b

10.) ถ้า a |b และ b 6= 0 แล้ว |a| ≤ |b|

11.) ถ้า a |b และ a |c แล้ว a |(bx +c y) สำหรับทุกจำนวนเต็ม x , y

บทแทรก 1 สำหรับทุกจำนวนเต็ม a, b1, b2, ..., bn จะได้ว่า ถ้า a|b1,

a|b2, ..., a|bn แล้ว a|(bx1 +bx2 + ...+bxn) เมื่อ x1, x2, ..., xn เป็นจำนวนเต็มใดๆ

บทแทรก 2 ให้ a และ b เป็นจำนวนเต็มโดยท่ี b 6= 0 จะมีจำนวนเต็ม q และ r เพียงชุดเดียวท่ีทำให้
a = bq +r โดยท่ี 0 ≤ r <| b |

การพิสูจน์: ให้ a และ b เป็นจำนวนเต็มโดยท่ี b 6= 0 สมมติว่า b < 0 ดังนั้น | b |> 0

โดยทฤษฎีบท 4 จะมีจำนวนเต็ม q ′ และ r เพียงชุดเดียวท่ีทำให้ a = |b|q ′+r โดยท่ี 0 ≤ r <| b |
เนื่องจาก b < 0 ดังนั้น | b |= −b เราเลือก q =−q ′ จะได้ว่า a = bq +r โดยท่ี 0 ≤ r <| b | ❑

บทต้ัง 1 กำลังสองของจำนวนคี่ จะอยู่ในแบบ 8k +1 เมื่อ k เป็นจำนวนเต็ม

การพิสูจน์: ให้ a เป็นจำนวนเต็มคี่ โดยทฤษฎีบทข้ันตอนวิธีการหาร จะมีจำนวนเต็ม q และ r

ท่ีทำให้ a = 4q+r โดยท่ี 0 ≤ r < 4 เนื่องจาก a เป็นจำนวนเต็มคี่ ดังนั้น r = 1 หรือ r = 3 เท่านั้น
กรณีที่ 1 r = 1 ดังนั้น a = 4q +1 จะได้ว่า

a2 = (4q +1)2 = 8(2q 2 +2q)+1

กรณีที่ 2 r = 3 ดังนั้น a = 4q +3 จะได้ว่า

a2 = (4q +3)2 = 8(2q 2 +3q +1)+1

จากท้ังสองกรณีจะได้ว่า a2 จะอยู่ในรูปแบบ 8k +1 เมื่อ k เป็นจำนวนเต็ม ❑

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 34
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2.2 ตัวหารร่วมมาก

2.2.1 นิยามของตัวหารร่วมมาก
บทนิยาม 4 (ให้ a, b เป็นจำนวนเต็ม ซ่ึง a 6= 0 หรือ b 6= 0 เราจะเรียกจำนวนเต็มบวก d ว่า ตัวหารร่วมมาก
(Greatest Common Divisor) ของ a และ b เขียนแทนด้วย g cd (a, b) ก็ต่อเมื่อ d มีคุณสมบัติดังนี้

1.) d |a และ d |b

2.) ถ้า c |a และ c |b แล้ว c ≤ d

2.2.2 ทฤษฎีเกี่ยวกับตัวหารร่วมมาก
ทฤษฎีบท 6 ให้ a, b ∈Z โดยท่ี a 6= 0 หรือ b 6= 0 จะได้ว่า มี x , y ∈Z ท่ีทำให้ g cd (a, b)= ax +b y

บทแทรก 3 (ให้ a, b ∈Z โดยท่ี a 6= 0 หรือ b 6= 0 จะได้ว่า สำหรับ c ∈Z ใดๆ ถ้า c |a และ c |b
แล้ว c |g cd (a, b)

ทฤษฎีบท 7 ให้ a, b ∈Z ซ่ึง a 6= 0 หรือ b 6= 0 จะได้ว่า g cd (a, b)= 1 ก็ต่อเมื่อ มี x , y ∈Z

ท่ีทำให้ 1 = ax +b y

ทฤษฎีบท 8 ให้ a, b ∈Z ซ่ึง a 6= 0 หรือ b 6= 0 และ m ∈Z+ จะได้ว่า g cd (ma, mb)= m.g cd (a, b)

ทฤษฎีบท 9 ถ้า a, b ∈Z โดยท่ี d = g cd (a, b) แล้ว g cd (
a

d
,

b

f
) ดังนั้นจะได้ว่า g cd (

a

d
,

b

f
) = 1

ทฤษฎีบท 10 ให้ a, b ∈ Z ซ่ึง a 6= 0 หรือ b 6= 0 และ x ∈ Z จะได้ว่า g cd (a, b) = g cd (a +bx , b) =
g cd (a, b +ax)

ทฤษฎีบท 11 ให้ a, b, m ∈Z จะได้ว่า

1.) ถ้า g cd (a, m) = g cd (b, m) = 1 แล้ว g cd (ab, m) = 1

2.) ถ้า g cd (a, m) = 1 และ a|b แล้ว g cd (a, m)= 1

3.) ถ้า a|bc และ g cd (a, b)= 1 แล้ว a|c

4.) ถ้า a|c และ b|c โดยท่ี g cd (a, b)= 1 แล้ว ab |c

ทฤษฎีบท 12 ให้ a, b, q , r ∈Z และ b = aq +r, 0 ≤ r < a จะได้ว่า g cd (a, b)= g cd (a, r )

บทนิยาม 5 ให้ a1, a2, ..., an ∈Z ซ่ึง ai 6= 0 ;∃ i = 1, 2, ..., n เราจะเรียก d ∈Z ว่า ตัวหารร่วม (Common

(Divisor)ของ a1, a2, ..., an ก็ต่อเมื่อ d |ai และเรียก d ว่า ตัวหารร่วมมาก (Greastest Common Divisor)

ก็ต่อเมื่อ d เป็นตัวหารร่วมท่ีมีค่ามาก ท่ีสุด ซ่ึงเขียนแทนด้วย d = g cd (a1, a2, ..., an)

บทนิยาม 6 ถ้า a, b ∈ Z โดยท่ี a 6= 0 หรือ b 6= 0 จะกล่าวว่า a และ b เป็น จำนวนเฉพาะสัมพัทธ์
(Relatively Prime) ก็ต่อเมื่อ g cd (a, b)= 1

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 35



ข้ันตอนวิธีการแบบยุคลิด

ทฤษฎีบท 13 ให้ a, b ∈Z โดยท่ี a 6= 0 หรือ b 6= 0 ถ้า d = g cd (a, b) แล้วจะได้ว่า a

d
และ b

d

เป็นจำนวนเฉพาะสัมพัทธ์ นั่นคือ g cd (
a

d
,

b

d
) = 1

การพิสูจน์: ให้ d = g cd (a, b) จะได้ว่า d เป็นตัวหารของ a และ b ดังนั้น a

d
และ b

d

เป็นจำนวนเต็ม ให้ e ∈Z ซ่ึง e |
a

d
และ e |

b

d
ดังนั้น จะมีจำนวนเต็ม k และ l ท่ีทำให้ a

d
= ke

และ b

d
= l e นั่นคือ a = d ek และ b = d l e จะได้ว่า d e เป็นตัวหารร่วมของ a และ b เนื่องจาก

d เป็นตัวหารร่วมมากของ a และ b ดังนั้น d e ≤ d จะได้ว่า e = 1 ดังนั้น g cd (
a

d
,

b

d
) = 1 ❑

2.3 ข้ันตอนวิธีการแบบยุคลิด

ทฤษฎีบท 14 ขั้นตอนวิธีการแบบยุคลิด (Euclidean Algorithm)

ให้ a, b ∈Z และ a > 0 จะได้ว่า มี q1, q2, q3, ..., qn−1, qn และ r1, r2, ..., rn ท่ีทำให้

b = aq1 +r1 ; 0 ≤ r1 < a

a = r1q2 +r2 ; 0 ≤ r2 < r1

r1 = r2q3 +r3 ; 0 ≤ r3 < r2

...
rn−2 = rn−1qn +rn−2 ; 0≤ rn−2 < rn−1

rn−1 = rn qn+1

ซ่ึงจะได้ว่า g cd (a, b)= g cd (a, rn) = rn

ทฤษฎีบท 15 ให้ a, b, c ∈ Z โดยท่ี a 6= 0 และ b 6= 0 ให้ d = g cd (a, b) พิจารณาสมการ ax +b y = c

จะได้ว่า

1.) ถ้า d ∤ c แล้ว สมการ ax +b y = c ไม่มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็ม

2.) ถ้า d | c แล้ว สมการ ax +b y = c มีผลเฉลยท่ีเป็นจำนวนเต็มอยู่เป็นจำนวนอนันต์

และถ้า x = x1, y = y1 เป็นผลเฉลยชุดหนึ่งของสมการ ax +b y = c แล้ว จะได้ว่า ผลเฉลยท้ังหมดของสมการ
ax +b y = c จะเป็น x = x1 +k(

b

d
) และ y = y1 +k(

a

d
) เมื่อ k เป็นจำนวนเต็มใดๆ

2.4 จำนวนเฉพาะ

2.4.1 นิยามของจำนวนเฉพาะ
บทนิยาม 7 เราจะเรียกจำนวนเต็ม p ว่า จำนวนเฉพาะ (Prime Number) ก็ต่อเมื่อ p 6= ±1 และ ถ้า a, b ∈Z

โดยท่ี p = ab แล้ว a =±1 หรือ b =±1

เกร็ดความรู้ 13 จำนวนท่ีไม่ใช่จำนวนเฉพาะ เราจะเรียกจำนวนนั้นว่า จำนวนประกอบ (Composite Numbers)

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 36
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ทฤษฎีบทที่เกี่ยวกับจำนวนเฉพาะ
ทฤษฎีบท 16 ∀n ∈Z โดยท่ี n > 1, ∃p ซ่ึง p |n

ทฤษฎีบท 17 ให้ a, b ∈Z และ p เป็นจำนวนเฉพาะ จะได้ว่า ถ้า p |ab แล้ว p |a หรือ p |b

บทแทรก 4 ให้ a1, a2, . . . , an ∈Z และ p เป็นจำนวนเฉพาะ จะได้ว่า ถ้า p |a1a2 . . . an แล้ว p |ai

โดยท่ี 1 ≤ i ≤ n

ทฤษฎีบท 18 (ยูคลิด) มีจำนวนเฉพาะอยู่เป็นจำนวนอนันต์

ทฤษฎีบท 19 (ตะแกรงเอราโตสเทเนส) ถ้า a เป็นจำนวนประกอบ แล้ว จะมีจำนวนเฉพาะ p ≤
p

a ท่ี p | a

ทฤษฎีบท 20 สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใดๆ จะมีจำนวนประกอบเรียงกันอย่างน้อย n ตัวเสมอ

ทฤษฎีบท 21 (ทฤษฎีบทหลักมูลของเลขคณิต) ทุกๆจำนวนเต็ม n > 1 จะเป็นผลคูณ ของจำนวนเฉพาะ
ได้เพียงแบบเดียวเท่านั้น

ทฤษฎีบท 22 ผลคูณของจำนวนเต็มท่ีอยู่ในรูป 4k +1 ตั้งแต่สองจำนวนข้ึนไปจะเป็น จำนวนเต็มท่ีอยู่ในรูป
4k +1

ทฤษฎีบท 23 มีจำนวนเฉพาะท่ีอยู่ในรูป 4k +3 อยู่เป็นจำนวนอนันต์

2.5 สมภาค

2.5.1 นิยามและความหมายของสมภาค
บทนิยาม 8 ให้ a, b และ m ∈ Z โดยท่ี m > 0 จะกล่าวว่า a สมภาค (Congruence) กับ b มอดุโล m

ก็ต่อเมื่อ m | ( a−b) เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ a ≡ b(mod m) และเรียกจำนวนเต็ม m ว่า มอดุลัสของสมภาค
(Modulus of Congruence) และถ้า m ∤ (a −b) แล้วจะเรียกว่า a ไม่สมภาค (Not Congruence) กับ b

มอดุโล m และเขียน แทนด้วย a 6≡ b(mod m)

เกร็ดความรู้ 14 ให้ a, b และ m เป็นจำนวนเต็มโดยท่ี m > 0 จะได้ว่า a ≡ b(mod m) ก็ต่อเมื่อ ∃k ∈ Z

ท่ีทำให้ a = b +km

2.5.2 สมบัติของสมภาค
ทฤษฎีบท 24 ให้ a, b และ m ∈ Z m > 0 จะได้ว่า a ≡ b(mod m) ก็ต่อเมื่อ เศษท่ีเหลือจากการหาร
(Remainder) ของ a และ b ด้วย m มีค่าเท่ากัน

การพิสูจน์: โดยทฤษฎีบทข้ันตอนการหาร ∃q1, q2, r1 และ r2 ∈ Z ท่ีทำให้ a = q1m + r1 และ
b = q2m +r2 โดยท่ี 0 ≤ r1, r2 < m −1 สมมติว่า a ≡ b(mod m) ดังนั้น

m | (a −b) = (q1 −q2)m + (r1 −r2)

จะได้ว่า m | (r1 −r2) ดังนั้น m ≤ |r1 −r2| เนื่องจาก 0 ≤ r1, r2 < m −1 ดังนั้น |r1 −r2| < m

สมมติว่า r1 = r2 ดังนั้น a −b = (q1 −q2)m จะได้ว่า m | (a −b) ดังนั้น a ≡ b(mod m) ❑

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 37



สมภาค

ทฤษฎีบท 25 สำหรับจำนวนเต็ม a และ b ใดๆ a ≡ b(mod n) ก็ต่อเมื่อ a และ b มีเศษท่ีเหลือจากการหารด้วย
n เท่ากัน

ทฤษฎีบท 26 ให้ n∈ Z
+ และ ∀a, b, c , d ∈Z จะได้ว่า

1.) a ≡ a(mod n)

2.) ถ้า a ≡ b(mod n) แล้ว b ≡ a(mod n)

3.) ถ้า a ≡ b(mod n) และ b ≡ c(mod n) แล้ว a ≡ c(mod n)

4.) ถ้า a ≡ b(mod n) แล้ว ak ≡ bk (mod n), ∀k ∈Z

5.) ถ้า a ≡ b(mod n) แล้ว c a ≡ cb(mod |c |n) เมื่อ c ∈Z\ {0}

6.) ถ้า a ≡ b(mod n) และ c ≡ d (mod n) แล้ว a +c ≡ b +d (mod n)

7.) ถ้า a ≡ b(mod n) และ c ≡ d (mod n) แล้ว ax +c y ≡ bx +d y(mod n), ∃x , y ∈Z

8.) ถ้า a ≡ b(mod n) และ c ≡ d (mod n) แล้ว ac ≡ bd (mod n)

9.) ถ้า a ≡ b(mod n) และ k | n โดยท่ี k > 0 แล้ว a ≡ b(mod d ), ∃k ∈Z

ทฤษฎีบท 27 สำหรับจำนวนเต็ม a, b, m1, m2, . . . , mr ใดๆ โดยท่ี mi > 0

1.) ถ้า a ≡ b(mod mi ), i = 1, 2, . . ., r จะได้ว่า a ≡ b(mod [m1, m2, . . . , mr ])

2.) ถ้า a ≡ b(mod mi ), i = 1, 2, . . ., r และ m1, m2, . . ., mr เป็นจำนวนเฉพาะสัมพัทธ์ทุกคู่ แล้ว
a ≡ b(mod m1m2 . . .mr )

3.) ถ้า a ≡ b(mod mi ), i = 1, 2 และ g cd (m1, m2 = 1) แล้ว a ≡ b(mod m1m2)

ทฤษฎีบท 28 สำหรับทุกๆ a, b, c ∈Z และ n ∈Z+ ให้ a ≡ b(mod n) จะได้ว่า

1.) a ±c ≡ b ±c(mod n)

2.) ac ≡ bc(mod n)

ทฤษฎีบท 29 สำหรับจำนวนเต็ม a, b และ n ใดๆ โดยท่ี n > 0 ถ้า a ≡ b(mod n) แล้ว
g cd (a, n) = g cd (b, n)

ทฤษฎีบท 30 ทุกๆจำนวนเต็ม a จะมีจำนวนเต็ม r เพียงตัวเดียวท่ี 0 ≤ r ≤ n โดยท่ี n > 0 และ
a ≡ r (mod n)

ทฤษฎีบท 31 ให้ a, b, c และ n ∈Z โดยท่ี n > 0 จะได้ว่า

1.) ถ้า c a ≡ cb(mod n) แล้ว a ≡ b( mod
n

g cd (c , n)
)

2.) ถ้า c a ≡ cb(mod n) และ g cd (c , n)= 1 แล้ว a ≡ b(mod n)

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 38
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2.6 สมการไดโอแฟนไทน์กำลังสอง

2.6.1 นิยามและทฤษฎีบทที่จำเป็น
บทนิยาม 9 สำหรับทุกๆจำนวนเต็ม x จะเรียก x2 ว่า จำนวนกำลังสอง (Square Number)

บทนิยาม 10 สำหรับทุกๆจำนวนเต็มบวก x , y, z ท่ีสอดคล้องกับสมการ x2 + y 2 = z 2 เราเรียก (x , y, x)

ว่า สามจำนวนของปีธากอรัส (Pythagorean Triple)

ทฤษฎีบท 32 ให้ x0, y0, z0 เป็นคำตอบของสมการปีธากอรัส จะได้ว่า

1.) 3 | x0 หรือ 3 | y0

2.) 5 | x0 หรือ 5 | y0 หรือ 5 | z0

ทฤษฎีบท 33 ถ้า (x0, y0, z0) เป็น
สามจำนวนของปีธากอรัส และ c ∈N จะได้ว่า (c x0, c y0, c z0) เป็นสามจำนวนของปีธากอรัส

การพิสูจน์: เพราะว่า (c x0)2 + (c y0)2 = c 2(x2
0 + y 2

0 ) = c 2z 2
0 = (c z0)2 ดังนั้น (c x0, c y0, c z0)

เป็นสามจำนวนของปีธากอรัส ❑

ทฤษฎีบท 34 ถ้า (x0, y0, z0) เป็นสามจำนวนของปีธากอรัส และ g cd (x0, y0, z0) = 1 จะได้ว่า
g cd (x0, y0) = g cd (y0, z0) = g cd (x0, z0) = 1

ทฤษฎีบท 35 ถ้า (x0, y0, z0) เป็นสามจำนวนของปีธากอรัส และ d = g cd (x0, y0, z0) จะได้ว่า

(
x0

d
,

y0

d
,

z0

d
) และ (

x0

d
,

y0

d
,

z0

d
) = 1

บทนิยาม 11 เราจะเรียก (x0, y0, z0) ว่าเป็น รากปฐมภูมิ (Primitive Pythagorean Triple) ของ
สมการปีธากอรัส ก็ต่อเมื่อ g cd (x0, y0, z0) = 1

ทฤษฎีบท 36 ถ้า (x0, y0, z0) เป็นสามจำนวนท่ีเป็นรากปฐมภูมิของ สมการปีธากอรัส
จะได้ว่า x0 6≡ y0(mod 2)

ทฤษฎีบท 37 ผลเฉลย (x0, y0, z0) ของสมการปีธากอรัสจะอยู่ในรูป x0 = a2 −b2, y0 = 2ab

และ z0 = a2 +b2 เมื่อ a, b ∈Z+, a > b, g cd (a, b)= 1 และ a 6≡ b(mod 2)

ทฤษฎีบท 38 สมการ n = x2 − y 2 มีคำตอบ x , y ∈Z ก็ต่อเมื่อ n เป็นจำนวนคี่ หรือ 4 | n

บทนิยาม 12 เราจะเรียกคำตอบของสมการ n = x2 − y 2 ว่าเป็น รากปฐมภูมิ (Primitive Roots)

ก็ต่อเมื่อ g cd (x , y)= 1

ทฤษฎีบท 39 ให้ p เป็นจำนวนเฉพาะและสมการ p = x2 + y 2 มีคำตอบท่ีเป็นจำนวนเต็มบวก x , y

จะได้ว่า สมการ u2 ≡−1(mod p) มีคำตอบ

ทฤษฎีบท 40 ให้ p เป็นจำนวนเฉพาะและสมการ u2 ≡−1(mod p) มีคำตอบ จะได้ว่า
มีจำนวนเต็มบวก x , y ซ่ึง p = x2 + y 2
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ทฤษฎีบท 41 ให้ p เป็นจำนวนเฉพาะ จะได้ว่า
มีจำนวนเต็มบวก x , y ท่ีทำให้ p = x2 + y 2 ก็ต่อเมื่อ p = 2 หรือ p ≡ 1(mod 4)

ทฤษฎีบท 42 ให้ n = p
a1

1 p
a2

2 . . . p
ak

k
แทนการเขียน n ในรูปแบบบัญญัติ จะได้ว่า n สามารถเขียนได้

ในรูปแบบผลบวกของกำลังสองของจำนวนเต็มสองจำนวนได้ ก็ต่อเมื่อ สำหรับแต่ละ i ∈ {1, 2, . . . , k}

ถ้า pi เป็นจำนวนเฉพาะ ซ่ึง p1 ≡ 3(mod 4) แล้ว ai ≡ 0(mod 2)

2.7 ภาวะส่วนกลับกำลังสอง
บทนิยาม 13 ∀m ∈ Z+ โดยท่ี m > 2 และ ∃c ∈Z ซ่ึง g cd (c , m) = 1 ถ้า ∃x ∈ Z ; x2 ≡ c( mod m)

จะเรียก c ว่า เป็นส่วนตกค้างกำลังสอง (Quadratic Residue) ของ m และ ถ้า x2 6≡ c( mod m) จะเรียก c

ว่า ไม่เป็นส่วนตกค้างกำลังสอง (Quadratic Nonresidue) ของ m

ทฤษฎีบท 43 ถ้า p เป็นจำนวนเฉพาะคี่แล้ว จะมีส่วนตกค้างกำลังสอง มอดุโล p อยู่ จำนวน p −1

2
ตัว

2.7.1 สัญลักษณ์ของเลอจองด์

นิยามและทฤษฎีบทที่สำคัญ

บทนิยาม 14 กำหนดให้ p เป็นจำนวนเฉพาะคี่ และ a เป็นจำนวนเต็ม ซ่ึง p ∤ a สัญลักษณ์
(

a

p

)

เรียกว่า

สัญลักษณ์ของเลอจองด์ (Legendre Symbol) โดยท่ี

(
a

p

)

=







1 ถ้า a เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ p

−1 ถ้า a ไม่เป็นส่วนตกค้างกำลังสองของ p

ทฤษฎีบท 44 [เกณฑ์ของออยเลอร์ (Eulur’s Criterion)] ถ้า p เป็น จำนวนเฉพาะคี่ และ a เป็นจำนวนเต็มท่ี
p ∤ a แล้ว

(
a

p

)

≡ a(p−1)/2(mod p)

ทฤษฎีบท 45 ให้ p เป็นจำนวนเฉพาะคี่ และ a, b เป็นจำนวนเต็มท่ี p ∤ a และ p ∤ b จะได้ว่า

1.) a ≡ b(mod p)=:

(
a

p

)

=
(

b

p

)

2.)
(

ab

p

)

=
(

a

p

)(
b

p

)

3.)
(

a2

p

)

= 1

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 40
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ทฤษฎีบท 46 ให้ p เป็นจำนวนะเฉพาะคี่ จะได้ว่า
(
−1

p

)

= (−1)(p−1)/2

นั่นคือ
(
−1

p

)

=







1 เมื่อ p ≡ 1(mod 4)

−1 เมื่อ p ≡ 3(mod 4)

ทฤษฎีบท 47 สำหรับจำนวนเฉพาะคี่ p จะได้ว่า
(

2

p

)

= (−1)(p2−1)/8

นั่นคือ
(

2

p

)

=







1 เมื่อ p ≡ 1(mod 8) หรือ p ≡ 7(mod 8)

−1 เมื่อ p ≡ 3(mod 8) หรือ p ≡ 5(mod 8)

ทฤษฎีบท 48 [กฎภาวะส่วนกลับกำลังสอง (The Quadratic Reci- procal Law)] ให้ p และ q

เป็นจำนวนเฉพาะคี่ท่ีต่างกัน จะได้ว่า
(

2

p

)

= (−1)
p−1

2
q−1

2

ทฤษฎีบท 49 ให้ p เป็นจำนวนเฉพาะคี่ a เป็นจำนวนเต็มท่ี p ∤ a จะได้ว่า สำหรับทุกๆ จำนวนเต็มบวก n

จะได้ว่า x2 ≡ a(mod p n) มีผลเฉลยก็ต่อเมื่อ
(

a

p

)

= 1

ทฤษฎีบท 50 ให้ a เป็นจำนวนเต็มท่ี a > 1 จะได้ว่า ถ้าไม่มีจำนวนเต็ม k > 1 ท่ี a = k2 แล้ว จะมีจำนวนเฉพาะ
p อยู่เป็นจำนวนอนันต์ท่ี a ไม่เป็นส่วนตกค้างกำลัง สองมอดุโล p

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 41



3 ลำดับอนันต์

3.1 ความรู้พ้ืนฐานที่จำเป็น

1. นำนิพจน์ n กำลังสูงสุด หารทุกพจน์ของลำดับนั้นๆ

2. ใช้สมบัติของลิมิตต่อไปนี้ช่วยหาผลลัพธ์ เมื่อ an, bn เป็นลำดับอนันต์ใดๆ, ∀n ∈N

(a) lim
n→∞

c = c เมื่อ c เป็นค่าคงท่ีใดๆ
(b) lim

n→∞
an ±bn = lim

n→∞
an ± lim

n→∞
bn

(c) lim
n→∞

an ·bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn

(d) lim
n→∞

an

bn
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
เมื่อ lim

n→∞
bn 6= 0

(e) lim
n→∞

ak
n =

(

lim
n→∞

an

)k
, k ∈R

(f) lim
n→∞

m
p

an = m

√

lim
n→∞

an , m ∈R

(g) lim
n→∞

|an | =
∣
∣
∣ lim

n→∞
an

∣
∣
∣

(h) lim
n→∞

(log an) = log
(

lim
n→∞

an

)

(i) lim
n→∞

(sin an) = sin
(

lim
n→∞

an

)

(j) lim
n→∞

(a

b

)n
=







0 เมื่อ |a| < |b|

∞ เมื่อ |a| > |b|
a, b ∈R, b 6= 0

(k) lim
n→∞

1

nk
= 0, k ∈R+

(l) lim
n→∞

1

an
= 0, a 6= 0
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3.2 ตัวอย่างโจทย์การหาค่าลิมิตของลำดับอนันต์

1. จงหาค่าของ lim
n→∞

3n2 −n +5

5n −n2
(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

3n2 −n +5

5n −n2
=

lim
n→∞

3n2

n2
− lim

n→∞

n

n2
+ lim

n→∞

5

n2

lim
n→∞

5n

n2
− lim

n→∞

n2

n2

=
3−0+0

0−2

=−
3

2
■

2. จงหาค่าของ lim
n→∞

∣
∣
∣
∣
∣
−
p

2n2 −1

5n +2

∣
∣
∣
∣
∣

,∀n ∈N (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

∣
∣
∣
∣
∣
−
p

2n2 −1

5n +2

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

lim
n→∞

−
p

2n2 −1

5n +2

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

√

lim
n→∞

2n2

n2
− lim

n→∞

1

n2

lim
n→∞

5n
p

n2
+ lim

n→∞

2
p

n2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
−
p

2−0

5+0

∣
∣
∣
∣
∣

=
p

2

5
■

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 43
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3. จงหาค่าของ lim
n→∞

p
n + 3

p
n +1

5− 4
p

n +3
p

5n
(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

p
n + 3

p
n +1

5− 4
p

n +3
p

5n
= lim

n→∞

n
1
2 +n

1
3 +1

5−n
1
4 +3

p
5n

1
2

=
lim

n→∞

n
1
2

n
1
2

+ lim
n→∞

n
1
3

n
1
2

+ lim
n→∞

1

n
1
2

lim
n→∞

5

n
1
2

− lim
n→∞

n
1
4

n
1
2

+ lim
n→∞

3
p

5n
1
2

n
1
2

=
1+0+0

0+0+3
p

5

=
1

3
p

5
■

4. จงหาค่าของ lim
n→∞

(
3n3 −n +5

2n3 +2
+2

)

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

(
3n3 −n +5

2n3 +2
+2

)

= lim
n→∞

3n3 −n +5

2n3 +2
+ lim

n→∞
2

=
lim

n→∞

3n3

n3
− lim

n→∞

n

n3
+ lim

n→∞

5

n3

lim
n→∞

2n3

n3
+ lim

n→∞

2

n3

+2

=
3−0+0

2+0
+2

=
3

2
+

4

2

=
7

2
■

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 44
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5. จงหาค่าของ lim
n→∞

(
1

n
+

2

n3

)

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

(
1

n
+

2

n3

)

= lim
n→∞

n3 +2n

n4

=
lim

n→∞

n3

n4
+ lim

n→∞

2n

n4

lim
n→∞

n4

n4

=
0+0

1

= 0 ■

6. lim
n→∞

{∣
∣
∣
∣

(
1

2

)n∣
∣
∣
∣+

(
2n

n +1

)}

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

{∣
∣
∣
∣

(
1

2

)n∣
∣
∣
∣+

(
2n

n +1

)}

= lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

(
1

2

)n∣
∣
∣
∣+ lim

n→∞

2n

n +1

= |0|+
lim

n→∞

2n

n

lim
n→∞

n

n
+ lim

n→∞

1

n

= 0+
2

1+0

= 2 ■

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 45
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7. lim
n→∞

3n
3
p

8n3 +1
(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

3n
3
p

8n3 +1
= lim

n→∞

3
p

27n3

3
p

8n3 +1

= lim
n→∞

3

√

27n3

8n3 +1

= 3

√

lim
n→∞

27n3

8n3 +1

= 3

√
√
√
√
√
√
√
√

lim
n→∞

27n3

n3

lim
n→∞

8n3

n3
+ lim

n→∞

1

n3

= 3

√

27

8+0

=
3

2
■

8. lim
n→∞

3
p

n5 +1
4
p

n3 +n2 +n +1
(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

3
p

n5 +1
4
p

n3 +n2 +n +1
=

3

√

lim
n→∞

n5

n5
+ lim

n→∞

1

n5

4

√

limn→∞
n3

n5
+ lim

n→∞

n2

n5
+ lim

n→∞

n

n5
+ lim

n→∞

1

n5

=
3
p

1+0
4
p

0+0+0+0

=
3
p

1
4
p

0

=
1

0

=หาค่าไม่ได้ ■
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9. lim
n→∞

sin(πn2)+n
p

36n4 +1
(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

sin(πn2)+n
p

36n4 +1
=

sin( lim
n→∞

√

π2n4

n4
)+ lim

n→∞

√

n2

n4

√

lim
n→∞

36n4

n4
+ lim

n→∞

1

n4

=
sin |π|+0
p

36+0

=
0

6

= 0 ■

10. lim
n→∞

log

(
n3 +2
p

n6 −5

)

,∀n ∈N (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

log

(
n3 +2
p

n6 −5

)

= log

(

lim
n→∞

n3 +2
p

n6 −5

)

= log










lim
n→∞

n3

p
n6

+ lim
n→∞

2
p

n6
√

lim
n→∞

n6

n6
− lim

n→∞

5

n6










= log

(
1+0

1−0

)

= log1

= 0 ■

นักเรียนพึงสังเกต
• �Z ถ้า lim

n→∞
an = A แล้ว lim

n→∞
sin an = sin lim

n→∞
an = sin A

• �Z ถ้า lim
n→∞

bn = B แล้ว lim
n→∞

logbn = log lim
n→∞

bn = logB

• �Z
n∑

i=1

i = 1+2+ . . .+n =
n

2
(n +1)

• �Z
n∑

i=1

i 2 = 12 +22 + . . .+n2 =
n

6
(n +1)(2n +1)

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 47
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• �Z
n∑

i=1

i 3 = 13 +23 + . . .+n3 =
(n

2
(n +1)

)2

11. lim
n→∞

(
1+2+3+ . . .+n

3n2 +1

)

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

(
1+2+3+ . . .+n

3n2 +1

)

= lim
n→∞






n

2
(n +1)

3n2 +1






= lim
n→∞

n2 +n

6n2 +2

=
lim

n→∞

n2

n2
+ lim

n→∞

n

n2

lim
n→∞

6n2

n2
+ lim

n→∞

2

n2

=
1+0

6+0

=
1

6
■
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12. lim
n→∞

(
12 +22 +32 + . . .+n2

n3 −1

)

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

(
12 +22 +32 + . . .+n2

n3 −1

)

= lim
n→∞






n

6
(n +1)(2n +1)

n3 −1






= lim
n→∞







2n3 +3n2 +n

6

n3 −1







= lim
n→∞

2n3 +3n2 +n

6n3 −6

=
lim

n→∞

2n3

n3
+ lim

n→∞

3n2

n3
+ lim

n→∞

n

n3

lim
n→∞

6n3

n3
− lim

n→∞

6

n3

=
2+0+0

6−0

=
2

6

=
1

3
■
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13. lim
n→∞

(
13 +23 +33 + . . .+n3

5n4 −3n +7

)

(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

(
13 +23 +33 + . . .+n3

5n4 −3n +7

)

= lim
n→∞







[n

2
(n +1)

]2

5n4 −3n +7







= lim
n→∞







n4 +2n3 +n2

4

5n4 −3n +7







= lim
n→∞

n4 +2n3 +n2

20n4 −12n +28

=
lim

n→∞

n4

n4
+ lim

n→∞

2n3

n4
+ lim

n→∞

n2

n4

lim
n→∞

20n4

n4
− lim

n→∞

12n

n4
+ lim

n→∞

28

n4

=
1+0+0

20−0+0

=
1

20
■

14. lim
n→∞

7n+1 +5n−1

3n+1 +7n−1
(ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

7n+1 +5n−1

3n+1 +7n−1
= lim

n→∞

7 ·7n +
1

5
·5n

3 ·3n +
1

7
·7n

=
lim

n→∞
7 ·

7n

7n
+ lim

n→∞

1

5
·

5n

7n

lim
n→∞

3 ·
3n

7n
+ lim

n→∞

1

7
·

7n

7n

=
7 ·1+

1

5
·0

3 ·0+
1

7
·1

=
7

1

7

= 49 ■

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 50



บทท่ี 3

15. สำหรับจำนวนเต็มบวก n ใดๆ ให้ Mn =











2

n
n −1

−
1

2n
n +1











และ an = |det(Mn )| จงหา lim
n→∞

an

. (ครูอาหนึ่ง ชูไวย)

วิธีทำ lim
n→∞

an = lim
n→∞

|det(Mn )|

=
∣
∣
∣ lim

n→∞
det(Mn )

∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣ lim

n→∞

(
2

n
(n +1)− (−

1

2n
)(n +1)

)∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣ lim

n→∞

(
2n +2

n
+

n +1

2n

)∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣ lim

n→∞

(
4n +4

2n
+

n +1

2n

)∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣ lim

n→∞

5n +5

2n

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

lim
n→∞

5n

n
+ lim

n→∞

5

n

lim
n→∞

2n

n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∣
∣
∣
∣

5+0

2

∣
∣
∣
∣

=
5

2
■

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 51



4 ลิมิตและความต่อเน่ืองของฟังก์ชัน

4.1 สรุปสูตรและทฤษฎีบทของลิมิต

1. lim
x→a

k = k เมื่อ k เป็นค่าคงท่ี

2. lim
x→a

x = a

3. lim
x→a

[k f (x)] = k lim
x→a

f (x)

4. lim
x→a

[ f (x)±g (x)] = lim
x→a

f (x)± lim
x→a

g (x)

5. lim
x→a

[ f (x) ·g (x)] = [lim
x→a

f (x)][lim
x→a

g (x)]

6. lim
x→a

f (x)

g (x)
=

lim
x→a

f (x)

lim
x→a

g (x)
เมื่อ lim

x→a
g (x) 6= 0

7. lim
x→a

[ f (x)]n = [lim
x→a

f (x)]n

8. lim
x→a

n

√

f (x) = n

√

lim
x→a

f (x)

9. lim
x→a

|f (x)| = | lim
x→a

f (x)|

หมายเหตุ สูตร 1.−9. ยังคงเป็นจริงสำหรับการแทนค่า x → a ด้วย x → a+ หรือ x → a−

lim
x→a

f (x) = L ก็ต่อเมื่อ lim
x→a+

f (x) = L และ lim
x→a− f (x) = L

นั่นคือ lim
x→a

f (x) จะมีค่า ก็ต่อเมื่อ ลิมิตทางซ้ายและลิมิตทางขวามีค่าเท่ากัน
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บทท่ี 4

รูปท่ี 4.1: ลิมิตของฟังก์ชัน(1)

รูปท่ี 4.2: ลิมิตของฟังก์ชัน(2)

ทฤษฎีบท 51 ให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน ถ้า lim
x→+∞

f (x) = L เมื่อ L 6= 0 และ lim
x→+∞

g (x) = 0 แล้วจะได้ว่า
1. ถ้ามีจำนวนจริงบวก n ท่ีทำให้ g (x) > 0 ทุก x ซ่ึง x > n แล้วจะได้ว่า

lim
x→+∞

f (x)

g (x)
=







−∞ เมื่อ L < 0

+∞ เมื่อ L > 0

2. ถ้ามีจำนวนจริงบวก n ท่ีทำให้ g (x) < 0 ทุก x ซ่ึง x > n แล้วจะได้ว่า

lim
x→+∞

f (x)

g (x)
=







+∞ เมื่อ L < 0

−∞ เมื่อ L > 0

ทฤษฎีบท 52 ให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน ถ้า lim
x→−∞

f (x) = L เมื่อ L 6= 0 และ lim
x→−∞

g (x) = 0 แล้วจะได้ว่า
1. ถ้ามีจำนวนจริงลบ n ท่ีทำให้ g (x) > 0 ทุก x ซ่ึง x < n แล้วจะได้ว่า

lim
x→−∞

f (x)

g (x)
=







−∞ เมื่อ L < 0

+∞ เมื่อ L > 0

2. ถ้ามีจำนวนจริงลบ n ท่ีทำให้ g (x) < 0 ทุก x ซ่ึง x < n แล้วจะได้ว่า

lim
x→−∞

f (x)

g (x)
=







+∞ เมื่อ L < 0

−∞ เมื่อ L > 0

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 53



สรุปสูตรและทฤษฎีบทของลิมิต

รูปท่ี 4.3: ลิมิตทางซ้าย-ทางขวา

ทฤษฎีบท 53 ให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน ถ้า lim
x→a+

f (x) = L เมื่อ L 6= 0 และ lim
x→a+

g (x) = 0 แล้วจะได้ว่า

1. ถ้ามีจำนวนจริงบวก δ ท่ีทำให้ g (x) > 0 ทุก x ซ่ึง a < x < a +δ แล้วจะได้ว่า

lim
x→a+

f (x)

g (x)
=







−∞ เมื่อ L < 0

+∞ เมื่อ L > 0

2. ถ้ามีจำนวนจริงบวก δ ท่ีทำให้ g (x) < 0 ทุก x ซ่ึง a < x < a +δ แล้วจะได้ว่า

lim
x→a+

f (x)

g (x)
=







+∞ เมื่อ L < 0

−∞ เมื่อ L > 0

ทฤษฎีบท 54 rm ให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน ถ้า lim
x→a− f (x) = L เมื่อ L 6= 0 และ lim

x→a− g (x) = 0 แล้วจะได้ว่า

1. ถ้ามีจำนวนจริงบวก δ ท่ีทำให้ g (x) > 0 ทุก x ซ่ึง a < x < a +δ แล้วจะได้ว่า

lim
x→a−

f (x)

g (x)
=







−∞ เมื่อ L < 0

+∞ เมื่อ L > 0

2. ถ้ามีจำนวนจริงบวก δ ท่ีทำให้ g (x) < 0 ทุก x ซ่ึง a < x < a +δ แล้วจะได้ว่า

lim
x→a−

f (x)

g (x)
=







+∞ เมื่อ L < 0

−∞ เมื่อ L > 0
(ดังรูปท่ี 4.3)

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 54



บทท่ี 4

รูปท่ี 4.4: Sand w i ch T heor em

ทฤษฎีบท 55 ให้ f และ g เป็นฟังก์ชัน ถ้า lim
x→a

f (x) = L เมื่อ L 6= 0 และ lim
x→a

g (x) = 0 แล้วจะได้ว่า
1. ถ้ามีจำนวนจริงบวก δ ท่ีทำให้ g (x) > 0 ทุก x ซ่ึง a −δ< x < a +δ แล้วจะได้ว่า

lim
x→a

f (x)

g (x)
=







−∞ เมื่อ L < 0

+∞ เมื่อ L > 0

2. ถ้ามีจำนวนจริงบวก δ ท่ีทำให้ g (x) < 0 ทุก x ซ่ึง a −δ< x < a +δ แล้วจะได้ว่า

lim
x→a

f (x)

g (x)
=







+∞ เมื่อ L < 0

−∞ เมื่อ L > 0

ทฤษฎีบท 56 ทฤษฎีบท 6. (Sand w i ch T heor em หรือ Squeeze T heor em) ให้ f , g และ h

เป็นฟังก์ชัน ถ้า f (x) ≤ g (x) ≤ h(x) สำหรับทุกๆจำนวนจริง x ท่ีอยู่ในช่วงเปิดใดๆท่ีมี a เป็นสมาชิก โดยท่ี
x 6= a ถ้า lim

x→a
f (x) = L = lim

x→a
h(x) = L จะได้ว่า lim

x→a
g (x) = L (ดังรูปท่ี 4.5)

ฟังก์ชัน y = f (x) มีความต่อเนื่องท่ีจุด x = a ก็ต่อเมื่อ lim
x→a

f (x) = f (a)

ดังนั้น ถ้าเราต้องการตรวจสอบว่า y = f (x) มีความต่อเนื่องของ ท่ีจุด x = a ก็ต่อเมื่อ

1. f (a) มีค่า

2. lim
x→a

f (x) มีค่า

3. lim
x→a

f (x) = f (a)

ทฤษฎีบท 57 สำหรับ θ ใดๆในระบบเรเดียน จะได้ว่า lim
x→0

sin x

x
= 1 (ดังรูปท่ี 4.5)

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 55



สรุปสูตรและทฤษฎีบทของลิมิต

รูปท่ี 4.5: ค่า lim
x→0

sin x

x

lim
x→0

sin x

x
= 1

lim
x→0

1−cos x

x
= 0

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 56



บทท่ี 4

4.2 เเนวคิดลิมิตของฟังก์ชัน
กำหนดให้ f (x) = 4x +3 พิจารณาค่าของ x และ f (x) ดังตารางต่อไปนี้

x f (x)

1 7.0000

1.5 9.0000

1.9 10.6000

1.99 10.9600

1.999 10.9960

x f (x)

3 15.0000

2.5 13.0000

2.1 11.4000

2.01 11.0400

2.001 11.0040

ตารางท่ี 1.1 ตารางท่ี 1.2

จากตารางท่ี 1.1 จะสังเกตได้ว่า f (x) มีค่าเข้าใกล้ 11 ในขณะท่ี x มีค่าเข้าใกล้ 2 ทางซ้าย (x < 2) เรากล่าวว่า
“ลิมิตของ f (x) ในขณะท่ี x เข้าใกล้ 2 ทางซ้ายมีค่าเท่ากับ 11” และเขียนแทนด้วย lim

x→2−
f (x) = 11

และจากตารางท่ี 1.2 จะสังเกตได้ว่า f (x) มีค่าเข้าใกล้ 11 ในขณะท่ี x มีค่าเข้าใกล้ 2 ทางขวา (x > 2)

เรากล่าวว่า “ลิมิตของ f (x) ในขณะท่ี x เข้าใกล้ 2 ทางขวามีค่าเท่ากับ 11” และเขียนแทนด้วย lim
x→2+

f (x) = 11

ในกรณีเช่นนี้ lim
x→2−

f (x) = lim
x→2+

f (x) = 11 เรากล่าวว่า “ลิมิตของ f (x) ในขณะท่ี x เข้าใกล้ 2 มีค่าเท่ากับ
11” และเขียนแทนด้วย lim

x→2
f (x) = 11

บทนิยาม 15 ให้ f เป็นฟังก์ชันค่าจริง ซ่ึงมีค่าบนช่วงเปิด I , ยกเว้นท่ี a ∈ I , f (a) อาจมีค่าหรือไม่ก็ได้
เราเรียกจำนวนจริง L ว่า “ลิมิตของ f ท่ี a”ถ้าสำหรับจำนวนจริง ǫ> 0 ใดๆ มีจำนวนจริง δ> 0 ซ่ึงสำหรับทุก
x ∈ I ถ้า 0 < |x −a| <δ แล้วทำให้ |f (x)−L| < ǫ แทน L ด้วยสัญลักษณ์ lim

x→a
f (x)

บทนิยาม 16 ให้ L เป็นจำนวนจริง และ y = f (x) จะกล่าวว่า

1. ลิมิตของ f (x) ในขณะท่ี x เข้าใกล้ a ทางซ้ายมีค่าเท่ากับ L ก็ต่อเมื่อ f (x) มีค่าเข้าใกล้ L เมื่อ x

มีค่าเข้าใกล้ a ทางซ้าย (x < a) และเขียนแทนด้วย lim
x→a− f (x) = L

2. ลิมิตของ f (x) ในขณะท่ี x เข้าใกล้ a ทางขวามีค่าเท่ากับ L ก็ต่อเมื่อ f (x) มีค่าเข้าใกล้ L เมื่อ x

มีค่าเข้าใกล้ a ทางขวา (x > a) และเขียนแทนด้วย lim
x→a+

f (x) = L

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 57



เเนวคิดลิมิตของฟังก์ชัน

รูปท่ี 4.6: ลิมิตของฟังก์ชัน; lim
x→a

f (x) = L

3. ลิมิตของ f (x) ในขณะท่ี x เข้าใกล้ a มีค่าเท่ากับ L ก็ต่อเมื่อ lim
x→a− f (x) = lim

x→a+
f (x) = L และในกรณีเช่นนี้

เรากล่าวว่า lim
x→a

f (x) มีค่า และ lim
x→a

f (x) = L

ถ้า lim
x→a− f (x) 6= lim

x→a+
f (x) แล้วเรากล่าวว่า lim

x→a
f (x) ไม่มีค่า

lim
x→a

f (x) = L ก็ต่อเมื่อ lim
x→a− f (x) = L และ lim

x→a+
f (x) = L

ตัวอย่าง 75 กำหนดให้ f (x) = x2 −x +1 จงหา lim
x→2−

f (x), lim
x→2+

f (x) และ lim
x→2

f (x)

วิธีทำ

x f (x)

1 1.0000

1.5 1.7500

1.9 2.7100

1.99 2.9701

1.999 2.9970

x f (x)

3 7.0000

2.5 4.7500

2.1 3.3100

2.01 3.0301

2.001 3.0030

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 58



บทท่ี 4

จากตารางจะได้ว่า lim
x→2−

f (x) = 3 และ lim
x→2+

f (x) = 3 ดังนั้น lim
x→2

f (x) = 3 2

ตัวอย่าง 76 ให้ h(x) =
2x2 −x −6

x −2
จงหา lim

x→2+
h(x), lim

x→2−
h(x) และ lim

x→2
h(x)

วิธีทำ จากนิยามฟังก์ชัน h จะได้ว่า ท่ีจุด x = 2 ไม่นิยาม แต่สำหรับ x 6= 2 จะได้ว่า

h(x) =
2x2 −x −6

x −2
=

(2x +3)(x −2)

x −2
= 2x +3

พิจารณาค่าของ h(x) ในขณะท่ี x มีค่าเข้าใกล้ 2 ดังตารางต่อไปนี้

x h(x)

1 5.0000

1.5 6.0000

1.9 6.8000

1.99 6.9800

1.999 6.9980

x h(x)

3 9.0000

2.5 8.0000

2.1 7.2000

2.01 7.0200

2.001 7.0020

นั่นคือ lim
x→2−

h(x) = 7 และ lim
x→2+

h(x) = 7 ดังนั้น lim
x→2

h(x) = 7 2

ตัวอย่าง 77 จงหา lim
x→1−

f (x), lim
x→1+

f (x) และ lim
x→1

f (x) เมื่อกำหนดให้

f (x) =







3x +1 เมื่อ x ≤ 1

x2 +4 เมื่อ x > 1

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 59



เเนวคิดลิมิตของฟังก์ชัน

วิธีทำ พิจารณาค่าของ f ดังตารางต่อไปนี้

x h(x)

0 1.0000

0.5 2.5000

0.9 3.70010

0.99 3.9700

0.999 3.9970

x h(x)

2 0.0000

1.5 6.2500

1.1 5.2100

1.01 5.0201

1.001 5.0020

นั่นคือ lim
x→1−

f (x) = 4 และ lim
x→1+

f (x) = 5 ดังนั้นlim
x→1

f (x) ไม่มีค่า 2

ตัวอย่าง 78 จงหาค่าของ lim
x→0

f (x) เมื่อ f (x) =
p

1−x −1

x

วิธีทำ พิจารณาค่าของ f (x) เมื่อ x มีค่าเข้าใกล้ 0 ดังตารางต่อไปนี้

x f (x) (ค่าประมาณ)

−0.1 −0.4881

−0.01 −0.4988

−0.001 −0.4999

−0.0001 −0.5000

−0.00001 −0.5000

x f (x) (ค่าประมาณ)

0.1 −0.5132

0.01 −0.5013

0.001 −0.5001

0.0001 −0.5000

0.00001 −0.5000

จากตารางจะได้ว่า lim
x→0

f (x) =−0.5 2

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 60
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ตัวอย่าง 79 จงหาค่าของลิมิตต่อไปนี้

1. lim
x→−2

(3x2 −5x +4) 2. lim
x→2

(4x2 −3)3

3. lim
x→1

(2x +4)3

(2−5x)4
4.

lim
x→−1

3
√

3x2 +6x −5

วิธีทำ 1. lim
x→−2

(3x2 −5x +4) = ( lim
x→−2

3x2)− ( lim
x→−2

5x)+ ( lim
x→−2

4)

= 3( lim
x→−2

x2)−5( lim
x→−2

x)+4

= 3( lim
x→−2

x)2 −5(−2)+4

= 3(−2)2 −5(−2)+4 = 26

2. lim
x→2

(4x2 −3)3=
(

lim
x→2

(4x2 −3)
)3

=
(

4(2)2 −3
)3 = 2197

3. lim
x→1

(2x +4)3

(2−5x)4
=

lim
x→1

(2x +4)3

lim
x→1

(2−5x)4

=
(lim

x→1
(2x +4))3

(lim
x→1

(2−5x))4

=
(2(1)+4)3

(2−5(1))4
=

8

3

4. lim
x→−1

3
√

3x2 +6x −5 = 3

√

lim
x→−1

(3x2 +6x −5)

= 3
√

(3(−1)2 +6(−1)−5) =−2

2

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 61



เเนวคิดลิมิตของฟังก์ชัน

ตัวอย่าง 80 กำหนดให้ f (x) = 7−|x −2| จงหาค่าของ lim
x→2−

f (x), lim
x→2+

f (x) และ lim
x→2

f (x)

วิธีทำ เนื่องจาก |x −2| =







−(x −2) เมื่อ x < 2

x −2 เมื่อ x ≥ 2

จะได้ว่า 7−|x −2| =







x +5 เมื่อ x < 2

9−x เมื่อ x ≥ 2

ดังนั้น lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(x +5) = 2+5 = 7

และ lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(9−x) = 9−2 = 7

นั่นคือ lim
x→2

f (x) = 7 2

ตัวอย่าง 81 จงหาค่าของ lim
x→3

|x |−3

|x −3|

วิธีทำ จาก |x | =







−x เมื่อ x < 0

x เมื่อ x ≥ 0

และ |x −3| =







−(x −3) เมื่อ x < 3

x −3 เมื่อ x ≥ 3

จะได้ว่า

lim
x→3−

|x |−3

|x −3|
= lim

x→3−

x −3

−(x −3)
= lim

x→3−
−1 =−1

และ
lim

x→3+

|x |−3

|x −3|
= lim

x→3+

x −3

x −3
= lim

x→3+
1 = 1

ดังนั้น lim
x→3

|x |−3

|x −3|
ไม่มีค่า 2

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 62



บทท่ี 4

ตัวอย่าง 82 กำหนดให้ f (x) =







(x −1)2 , x ≤ 0

1

1+x
, 0 < x < 1

5x −3 , x ≥ 1

จงหาค่าของ lim
x→0

f (x), lim
x→1

f (x) และ lim
x→2

f (x) ถ้าลิมิตมีค่า
วิธีทำ 1. พิจารณา lim

x→0
f (x) จะได้ว่า

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(x −1)2 = 1

และ
lim

x→0+
f (x) = lim

x→0+

1

1+x
= 1

ดังนั้น lim
x→0

f (x) = 1

2. พิจารณา lim
x→1

f (x) จะได้ว่า

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

1

1+x
=

1

2

และ
lim

x→1+
f (x) = lim

x→1+
(5x −3) = 2

ดังนั้น lim
x→1

f (x) ไม่มีค่า

3. พิจารณา lim
x→2

f (x) = lim
x→2−

(5x −3) = 7 2

ตัวอย่าง 83 จงหาค่าของ lim
x→2

5x3 +4

x −3

วิธีทำ lim
x→2

5x3 +4

x −3
=

lim
x→2

(5x3 +4)

lim
x→2

(x −3)

=
5 ·23 +4

2−3
=−44

2

ในบางครั้งเราไม่สามารถหาค่าลิมิตได้โดยตรง เพราะว่า f (x) อยู่ในรูปเศษส่วน ท่ีเมื่อแทนค่า แล้ว ส่วน = 0

เช่น

lim
x→2

x2 −4

x −2
6=

lim
x→2

(x2 −4)

lim
x→2

(x −2)

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 63



เเนวคิดลิมิตของฟังก์ชัน

ตัวอย่าง 84 จงหาค่าของลิมิตต่อไปนี้ ถ้าลิมิตมีค่า

1. lim
x→−3

2x2 +x −15

x +3
2. lim

h→0

1

h
(

1

a +h
−

1

a
), a 6= 0

3. lim
x→0

p
1−x −1

x
4. lim

x→2

x
2
3 −4

1
3

x −2

วิธีทำ 1. lim
x→−3

2x2 +x −15

x +3
= lim

x→−3

(2x −5)(x +3)

x +3
= lim

x→−3
(2x −5) = 2(−3)−5 =−11

2. lim
h→0

1

h
(

1

a +h
−

1

a
)= lim

h→0
(

1

h
·

a − (a +h)

a(a +h)
)

= lim
h→0

−h

ha(a +h)

= lim
h→0

−1

a(a +h)

=
−1

a(a +0)
=−

1

a2

3. lim
x→0

p
1−x −1

x
= lim

x→0
(

p
1−x −1

x
·
p

1−x +1
p

1−x +1
)

= lim
x→0

(1−x)−1

x(
p

1−x +1)

= lim
x→0

−x

x(
p

1−x +1)

= lim
x→0

−1
p

1−x +1

=
−1

p
1−0+1

=−
1

2

4. lim
x→2

x
2
3 −4

1
3

x −2
= lim

x→2

x
2
3 −2

2
3

x −2

= lim
x→2

(x
1
3 −2

1
3 )(x

1
3 +2

1
3 )

(x
1
3 −2

1
3 )(x

2
3 +x

1
3 ·2

1
3 +2

2
3 )

= lim
x→2

x
1
3 +2

1
3

x
2
3 +x

1
3 ·2

1
3 +2

2
3

=
2

1
3 +2

1
3

2
2
3 +2

1
3 ·2

1
3 +2

2
3

=
3
p

4

3

2

ตัวอย่าง 85 กำหนดให้ −x2 +2x +8 ≤ f (x) ≤ 9 สำหรับทุก x ∈Rà {1} จงหาค่าของ lim
x→1

f (x)

วิธีทำ เนื่องจาก lim
x→1

(−x2 +2x +8) =−12 +2(1)+8 = 9 = lim
x→1

9

ดังนั้น จะได้ว่า lim
x→1

f (x) = 9 2

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 64
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ตัวอย่าง 86 จงหาค่าของ lim
x→0

x2 cos
1

x

วิธีทำ เนื่องจาก −1 ≤ cos
1

x
≤ 1 สำหรับทุก x ∈R ซ่ึง x 6= 0

จะได้ว่า −x2 ≤ x2 cos
1

x
≤ x2 สำหรับทุก x ∈R ซ่ึง x 6= 0

และ lim
x→0

(−x2) = lim
x→0

x2 = 0 จะได้ว่า lim
x→0

x2 cos
1

x
= 0 2

โดย ครูอาหนึ่ง ชูไวย กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ โรงเรียนเทิงวิทยาคม สพม.36 65
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